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刖 目 


物理学，由于它在自然科学中所具有的主导作用，在人类文明史中，特别是在人类物 
质文明史中，占据着极其重要的地位.经典物理学的诞生和发展曾经直接推动了欧洲物质 
文明的长期飞跃 .20 世纪初诞生并蓬勃发展起来的近代物理学，又造就了上个世纪物质 
文明的辉煌.自20世纪末到21世纪初的当前时代，物理学正在以空前的活力，广阔深入 
地开创着向化学、生物学、生命科学、材料科学、信息科学和能源科学渗透和应用的新局 
面.在本世纪里，物理学再一次直接推动新一轮物质文明飞跃的伟大进程已经开始. 

但是，发展到目前的物理学宽广深厚，累积的知识浩瀚无垠.教授和学习物理学都是 
一 个相当艰苦而漫长的过程.在这个漫长过程的许多环节中,做习题是其中必要而又重要 
的环节.做习题是巩固所学知识的必要手段、是深化拓展所学知识的重要练习,是锻炼科 
学思维的体操.习题对于教师和学生双方都是重要的. 

然而，和习题有关的事都是很不起眼的事.在有些人眼光中，求解和编纂练习题是全 
部教学活动中相当次要的环节.习题集也确实是所有著作中“最低层”的，大约只有“傻子” 
们才肯做的事.“聪明人”常会找诸如习题集不应当出之类的理由，光明正大地规避掉. 

但是，在教授和学习过程中，只要.是需要的，都是合理的，也总得有人去做才行,于是 
我们编委会的这些人，本着甘为孺子牛的精神，平时在科研和教学中一道题一道题地积 
累，现在又一道题一道题地编审，花费了大量时间做着这种不起眼的事.大家觉得，这件事 
终究是教与学双方共同需要的，也就是有益的.正如一个城市基础建设中，不能都去做地 
面上的摩天大楼和纪念碑等“抢眼球”的事，也还需要做诸如修建马路、下水道等基础设施 
的事. 

这套《物理学大题典》的前身是中国科学技术大学出版社出版的《美国物理试题与解 
答》丛书 （7 卷 X 那套丛书于20世纪80年代后期由张永德发起并组织完成，内容包括普 
通物理的力、热、光、电、近代物理到四大力学的全部基础物理学•出版时他选择了“中国科 
学技术大学物理辅导班主编”的署名方式.自那套丛书出版之后，虽历经10余年，仍然有 
不断的需求，于是就有了现在的这套丛书——《物理学大题典》. 

现在这套《物理学大题典》丛书的内容,除继续涵盖力、热、光、电、近代物理到四大力 
学全部基础物理学内容之外，还包括了原子核物理、粒子物理、凝聚态物理、等离子体物 
理、天体物理、激光物理、量子光学和量子信息物理等内容.就是说,追踪不断发展的科学 
轨迹，现在这套丛书仍旧大体涵盖了综合性大学全部本科物理课程的内容. 

这次重新编审中，大部分教师仍为原来的，但也増加了一些新的成员.这次出版经大 
家着力重订和大量扩充，又耗时近两年而成.总计起来,这套丛书前后历时近20年，耗费 
了 30余位富有科研和教学经验的教授、近150位20世纪80年代和现在的研究生及髙年 
级本科生的巨大辛劳 • 丛书确实是大家长期共同劳动的结晶. 
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《物理学大题典》中包括了大量的美国物理试题.一般说来，美国物理试题涉及的数学 
并不繁难，但却或多或少具有以下特色：内容新颖，富于“当代感”;思路灵活，涉及面宽广 f 
方法和结论简单而实用，试题往往涉及新兴和边沿交叉学科;不少试题本身似乎显得粗糙 
但却抓住了物理本质，显得“物理味”很足.纵观这些，我们深切感到,这些题目的集合在一 
定程度上体现了美国科学文化的个性及思维方式的特色.惟鉴于此,我们不惮繁重，集众 
多人力而不怯，耗漫长岁月而不辍，还是值得的. 

至于这次扩充修订所增添的大量题目，也是本着这种精神，摘自大家各自的科研工作 
成果，或是来自各人的教学心得，实是点滴聚成. 

这里要强调指出，对于学生，确实有一个如何正确使用习题集的问题.有的同学，有习 
题集也不参考，咬牙硬顶,一个晚上自习时间只做了两道题.这种精神诚应嘉勉，但效率不 
高，也容易挫伤学习积极性，不利于培养学习兴趣;也有的同学，逮到合适解答提笔就抄, 
这样做是浮躁的、不踏实的•这两种学习方法都不可取•我们认为，正确使用习题集是一个 
“三步曲”过程:遇到一道题,先自己想一想，想出来了自己做最好;如果认真想了一些时间 
还想不出来,就不要老想了，不妨翻开习题集找答案，看懂之后，合上书自己把题目做出 
来;最后一步，要是参考习题集做出来的，就用一两分钟时间分析解剖一下，找找自己存在 
的不足，今后注意•如此“三步曲”下来，就既有效率又踏实了.本来，效率和踏实是一对矛 

盾，在这类“治学小道”之下，它俩就统一起来了.总之，正确使用之下的习题集肯定能够成 
为学生们有用的“爬山”工具. 

丛书这次重订扩充工作是在科学出版社胡升华博士的倡议和支持下进行的.没有他 
的推动，这套丛书面世是不可 能的. 同时，在这次重订扩充工作里，我们得到了中国科学技 
术大学的部分教学资助，以及编委会中郭光灿和周又元两位院士和刘万东教授的支持.对 
于这些宝贵的支持，谨表示深切感谢. 

丛书《固体物理及物理量测量》卷是在张家铝、周又元、章世玲编审的《相对论、固体物 
理及其他》(简称“原书”)一书基础上扩充而成的，原书第一篇“相对论”现划归入本丛书 
《原子亚原子和相对论物理学》卷.原书第二篇“固体物理，，第一节“晶体结构及有关 性质” 
和第二节“电子论、能带论与半导体”习题与试题分类编入本卷第一篇的第一章“固体物 
理”和第二章“半导体物 理”. 原书第二篇第三节“物质的电磁性质、光学性质及超导性”和 
第四节“杂题”，分别编入本卷第一篇第三章“物质的电緻性质、光学性质和超导电性”和第 
四章“杂 题”. 本卷第一篇固体物理题目总数由原书第二篇固体物理原 82 道增扩为 196 
道;原书第二篇“其他”，第一节“综合问答”、第二节“估算和测量”和第三节“数学处理，，，编 
入本卷第二篇“物理量测量与分析”，共 57 道习题.所以本卷总共 253 道 习题. 题目来源 
是一些国际著名大学(包括哥伦比亚大学、加州大学伯克利分校、麻省理工学院、威斯康星 
大学、芝加哥大学、普林斯顿大学、纽约州立大学布法罗分校）的试题和习题，以及 
CUSPEA 考试、丁肇中考试的试题和习题，一些固体物理学习题集(作者分别是徐至中、 
俞文海、髙政祥、王矜奉、范希会、张承据以及 Zhang Shu-zhen 等），还有部分固体物理学 
教材（作者分别是黄昆、韩汝琪、方俊鑫、陆栋、陈金富、阎守胜、 Nei W. Ashcroft,N. 
David Mermin 等)和半导体物理学教材(作者分别是叶良修、刘恩科、朱秉升、陈志全、 P . 

S. Kireev 等），另有一些是我们自拟的. 




前近20年中，参加本卷解题的人有林鸿生、章世玲、朱冰、王勇、周东方、王善祥、斯其 
苗、卢建新、宁铂、邱岫、王安民、孙翼、景益鹏、刘渝珍、刘方新、庄珍泉等 * 为了丛书行文 
简洁，书中不再另行指出他们姓名 • 另外研究生杨帅承当本卷大部分计算机录入工作 • 
本卷第一篇第一章“固体物理”和第二章“半导体物理”试题和习题的解答由林鸿生负责审 
核，其余内容则保留了原来风貌.由于最后编写工作是在比较匆忙的情况下完成的，更由 
于我们学识有限，书中恐会有疏漏、错误和不妥之处，切望得到有关方面专家和读者的批 
评、指教. 


编审者谨识 
2005年5月 
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第一章固体物理 

第一节晶体结构 

Ml 如图 1. 1. 1所示,这是由原子排列在正方格子上而构成的一假想的二维晶 
体. 

(1) 标出一个原胞； 

(2) 定义倒格子点阵并解释它同布拉格反射的关系； 

(3) 画出倒格子点阵和第一布里渊区，该区与布拉格反射的关系如何》 

(4) 叙述并解释布洛赫定理，即在点阵的势场中运动的电子具有行波波函数，该定理 
必须采用什么边界条件？ 



解 

(1) 原胞如图 1. 1. 2所示，四个角顶上都有原子占据，但属于原胞的仅有一个原子. 
若设方格边长为 a ， 则原胞基矢为 

«1 = a(i — j) 
a 2 = a(i + j) 



图 1.1.2 
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(2) 设 A •(纟==1，2)为正格子基矢，则由关系式 




2n 9 


10， i ★ j 

所确定的 彡 ,(〖 = 1，2) 为基矢的点阵，称为正格子的倒格子. 

在倒格子空间，布拉格反射条件为:反射波矢是与入射波矢 A 相差一个或几个倒格矢 

nG h t SP 

k — kt = nG h 

(3) / 与 / 是相互垂直的单位矢量，取单位矢童 A 垂直于/和 /•, 则化，《 2 和是构成的体 


• («2 X ^ ) = (ai — aj ) ♦ {ai ~ aj ) = 2 a 


根据倒格子基矢定义 


2«( a 2 X k ) 


~ 2 X ( ai ~ aj ) - fa - j ) 


l 2 


2 n(k X fli ) 


2 兀 

2 a 2 


X (ai + aj ) 


Ci + j ) 


显然这将构成二维正方倒格子点阵，图 1.1. 3 示出倒格子点阵和第一布里渊区，在布里渊 
区边界上将发生布拉格 反射. 



■81SB 




图 1.1.3 

(4) 在点阵周期势场中运动的电子波函数是布洛赫波即 

<Pkir) = #、*(/•) 

式中函数糾 （ r ) 具有晶格平移对称性 

Uk ( r ) = u k (r R ) 

其中 if 是晶格格矢，这是受晶格周期势场调制的平面波，此即布洛赫定理.布洛赫波的 
指数部分是平面波，描述了晶体中电子的共有化运动，而周期函数则描述了晶体中电子围 
绕原子核的运动，因而布洛赫波正是反映晶体中电子运动的特点. 

布洛赫定理必须采用玻恩-冯卡门周期性边界条件. 

1* 1. 2 锗硅半导体材料具有金刚石结构，设其晶格常数为 

(1) 画出（1，1，0)面二维格子的原胞，并给出它的基矢； 

(2) 试画出二维格子的第一，二布里渊区. 
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解 a ) 参照图 1 . 1 . 4 锗硅晶体金刚石结构，画出其 ( i ， i ， o ) 面二维格子的固体物理 
学原胞如图 1.1.5. 



图 1.1. 4锗硅金刚石结构 




(2) 倒格子矢董 G a 
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G h = n Y b x + n 2 b 2 = + n 2 j) 


布里渊区边界方程 


G h ^ \ k + 


1+0 


此处々 （ t , h ) 表示二维矩形晶格中电子状态，上述方程可写成 

^ZL/o^-2 I 2\ -一 / o “ L L 


iJ T(2n\ + n 2 2 ) - & (VY 认 + ^iky) 

v4 C4 


即 



K + n 2 k 


(2nf + n!) 


于是 


=士 l ，”2+= 0 时， 〜= 士 (1) 

a 

々 = 0 ， n 2 =土 1 时， k y =^±~ (2) 

〜= 士 1，” 2 = 士 1 时， 士 + t = (3) 

〜=士 2 ， n 2 -= 0 时， k x =± (4) 

托 1 = 0 ， n 2 = 士 2 时， 〜 = 士 $ (5) 


这样由（1)，（2)两式围成的是第一布里渊区，而 (1) 〜 (5) 式围成的是第二布里渊区，如图 
1.1. 6所示 



图 1.1. 6 
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I - 13 布拉维格子的基矢选择不是唯一的，例如由原子排列在正方格子上而构成的 
一个二维晶体，如图 1.1. 7所示，有三种可能的基矢选取方法. 


ayf • * • 

~ >o •- o o o 

oj of 

图 1,1.7 

(1) 说明这三种选取的都是二维布拉维格子的固体物理学 原胞； 

(2) 求这三种基矢所对应的倒格子 基矢； 

(3) 这三种倒格子基矢所对应的倒格子是否唯一的,何故？ 

解 （1) 从图 1.1. 7看出，这三种选取的基矢所对应的原胞的4个格点分别只有1/4 
原子是属于该原胞的，一个原胞都只有一个原子，还可以证明这三种原胞的体积大小也都 
一样，所以它们都是二维布拉维格子的固体物理学原胞，它们的基矢分别表示 如下： 

第一种基矢选择 

«2 

第二种基矢选择 

Q \ ~ 

= = ®1 + 

第三种基矢选择 

— «i 

fl; = 2ai + a 2 = ta x + a 2 

显然表示二维布拉维格子固体物理学原胞的三组基矢 , a2 ，心; k 可互相线性表示 

(系数全是整数），不是独 立的. 选取❼，々是垂直于二维格子平面的单位矢 
量，则它们的体积分别是 

仏=<1! • ( fl 2 X 是） 

Cli— Ui ♦ (fl 2 X 45 ) = + A) X 袅 ] 

= a i * [(®i X ^ ) + (a 2 X ^ )] = «! * [(a 2 X 灰 ）] 

同样 


所以 


^3 = fli • (flg X ^ • ( a 2 X 是 ） 


三种原胞的体积相等，得 证. 


= iQg ~ ^3 


= O 


(2) 依照倒格子基矢定义 
第一种正格子相应的倒格子基矢 




a 2 X k 

~~n ~ 9 





k X fli 

~n~ 
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第二种正格子相应的倒格子基矢 

_ 

^ a x Xk x ^ a 2 X k , ， 

= 27t ~ n ~ + 2n = 匕一 bz 

t — o 一 k X fl i o ^ X Oj - 

办 2 ^ 2 ~ n ~ = 2ir ~ n ~ ^ bz 

第三种正格子相应的倒格子基矢 

. a z X k ^ (2fli + a 2 ) X k ， 

bi = 2tt — = 2t: - k - = 办 1 一 2b z 

t* h U\ A ^ x <ii ， 

办 2 = 2 其 ^2 = 2^f ~~ ^ bz 

同样，这三组倒格子塞矢 b l 9 b 2 ； b \ 9 b 2 ； b ] 9 bi 也可互相线性转换，转换系数全是整数 • 

(3) 这三组倒格子基矢不是互相独立而是可以相互线性转换的，反映了它们都只是 
表示同一倒格子点阵.因此，倒格子空间平移对称性使得，在以 b \ l \ bT , bT 为基的倒格 
子空间中的一个倒格矢董 GP , 也是基矢时>，时>，衫>线性转换而来的基矢的，办严 
为基的倒格子空间中的一个倒格矢量 • 这表明虽然一个布拉维格子的基矢选择有任意 
性，相应的倒格子基矢也有任意性，但倒易格子却是由布拉维正格子所唯一确定的_ 

1. 1，4 (1) 在六角晶系中，晶面常用四个指数 ( AM ，/， m ) 表示，它们代表一个晶面在 

六角形平面基矢(三基矢长度相等，等于 a ，且两两交角为120。)轴上的截距为孕, 

n 

f ， 宁的整倍数，在六次轴上的截距为会的整倍数，试证 

k k I = Q 

( 2 )求米勒指数 a，i j ， o ) 与 ( i ， T ， o ， i ) 晶面的法线方向间的夹角 
解 （1) 如图 1.1.8 所示，某一晶面与六角形平面基矢 A ， fl2 ， a 3 轴上的截距 



图 L 1.8 





第一章固体物理 



且 


ZAOB = ZCOB - 60%ZAOC = 120^ 


有 


△405( 面积）+ ACOB (面积 ） = zVIOC (面积) 


即 


士 0A • OBsinZAOB + ^OC ^ OBsinZCOB = 士 51 • OCsinZ-AOC 


代入,反, OBm ZAOB , ZCOB , z XOC 值，有 

if * n -(-f)* w，siri60O + i 
= j ( f ).”( f ).”. sin120 。 




sin 60 , 


hk 


hi 


方程两边乘以 ( AW )， 移项得 


k k ^ l 


得证 

(2) h -{- k-\-l = 0 表明; HZ 不是独立的 ，/=— A — 々，可以用 ( A ，> fe ， w ) 来表示六角晶 
系的面指数，所以晶面 （ i , l ， l ,0) 即晶面（1，1，0)，晶面（1，1,0，1)即晶面（1，了，1).图 
1.1.9是六角晶系一个原胞，即晶胞，|4=4丨= 6 ， 
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a 


X C) = 营 ( 辱 aci 七 \acj 


2 


2 


b 9 


c 


2n 

n 


(c X a) 




2 n 

7 i 


acj 


(a X b) 




2^1 VT 


n 


a 2 k 


式中 D 是晶胞体积 


O = |a ♦ (6 X c) I = \b ^ (c X a) \ 

故六角晶系的晶胞倒格子基矢 


(- 如 , • + ^ aJ 


(acj) 


^3 


a c c 


a 


b 


2 k 
a 

2n 2 
a 


VT 


c 


2 k 


c 


k 


根据上面的讨论，六角晶系中 a，i j ， o) 晶面也即 （ i ， i ， o) 晶面，则其法线矢量 c ai0) 为 


G 


( 110 ) 


2 rc 

a 


i + 


V 3 I 


2 n 


a VT 


^ — + V~3~y) 


同样，六角晶系中 (1 ，了， 0,1) 晶面也即 （ 1 ， T,1) 晶面，其法线矢量 GaTn 为 


Gn 7 


(111) 


Hi 


a 

2n 

a 


V 3 


2 n 2 

a ^/j 




VT 


2 宂 


k 


设仏 11 。 > 与 GqTi) 的夹角为 Qf ， 有 


2 tc 


cosa 


1X1 + VT X 


^/Jj 


+ 0 X0 


G(uo> • G(ii V 


(?) 2 (卜1> 


|G( 110 > • G 〈 iTi) I 

所以，六角晶系中 a,i ， 5,o) 与 a,T ， o,i) 两晶面的法线方向相互垂直 . 
h 1.5 试证明在立方晶 系中： 

(1) 晶面族 (AMJ ) 的法线的晶列指数为 

(2) 晶向 [A ， iyi ， u ； i] 与晶向 |> 2 ， p2 ， w 2 ] 的交角满足 


0 


cosa 


UjU t + V X V 2 + ZVjWz 


+ vf + wl ^ ^ul + vl + 


w 


( 3 ) 晶列与晶面族 ( 細)的法线的交角为 


cos 芦 


uk vk + xvl 


Vu 2 + v 2 + w z ♦ + k z + l z 


(4) 晶面 ( 心，与晶面 (A 2 ， h ，/ 2 ) 的法线之间夹角为 
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cos 7 


h\hz + k\k^ + l\l, 


^Jh\ + k\ + l\ Whl + 的 + / 妻 


解图 1. 1. 10画出立方晶系的一个晶胞， 

三个晶轴和 C 互相垂直，长度均等于晶格 
常数 a . 设 I •，乃 A 为三个晶轴方向上的单位矢量，则 
晶胞基矢写成 

a = ai，b 公 aj y c = ak 

根据倒格子基矢定义，立方晶系的倒格子基矢为 


a 


2^. 


，办 


2^ - 


c 


2 ?t 


k 


a a a 

a ) 由倒格矢性质可知，倒格矢量 



A 


★ 


G 


ha 9 + ky +lc 


2 n 

a 


{hi + kj + Ik ) 


代表晶面族 ( HZ ) 的法线方向. 

晶列指数为 [ HZ ] 的晶列方向上的格矢 

ka-\-kb + lc^ a (hi + kj + lk) 
— <2 * * —(hi -kj - Ik) 

lK a 


a 


, 2 k 2 zc 


2,\ h 弋 i + k ，^ + l 1 k 



(ha 9 + kb* +lc*) 


Gw oc Oi 


2 穴 、… • •一 • ” ^ 2 it 

故格矢与倒格矢互相平行，所以晶面族 ( AM ,/) 的法线上的晶列指数为 [ A , 々，/]. 
(2 ) 晶向与 [ w 2 ， t ; 2 ， te ；2] 上的正格矢量分别写成 


Ri = u x a + v x b + WiC — u x ai + v x aj + w x ak 


和 


Rz = u 2 a + v 2 b + w 2 c = u s ai + v 2 aj + w 2 ak 

设两晶向间夹角为 a ， 则 


J?j • = I J?j • 1? 2 I • COSO 


故 


cosa 


及 i • 及 2 _ (uiai + v^aj + w x a k ) ♦ (u 2 ai Vzcij + w 2 a k ) 

«i Rz\ = 汍 M* 2 | 


iuiU 2 + ViV 2 + ^Wz) ♦ a 


2 


N u\ + v\ -\- w\ * a 
_ UyUz + ViV 2 + WiW z 


^ Nu \+ v \ 


+ 


V u \ vl zvl • ^ u\~v v\~\- vo\ 

(3) 晶向方向上的正格矢量可表示为 

R — ua + vb + wc = 


uai + vaj + wak 
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晶面族 (AM，/) 的法线方向，即与此晶面族对应的倒格矢 G 祕方向 


G hkl = ha m + kb * +lc 


2 n 


(hi + kj + Ik ) 


设晶列与晶面族 ( hd 的法线之间夹角为芦则 

R * G hi t = I if • Gkn I * cos /3 

故 


cosfi 


R 


R • Gnu 


(uai + vaj + wa k) ^ [k —f + k —j + l — k 
_\ a _ a _ a 

(uh + d + wl ) * 2 k 


-v iua ) 2 + (vaY + ( zva ) 



h 


2 n 


2 


k 


¥) 


2 


+ 


2 n 


z 


uh + vk + xvl 


VV + » 2 + w 2 • VA 2 + k 2 + l 2 
(4) 倒格矢童 


V〆 ! 


k x a * + kib u + l x c 


2n 


(kit + kij + /i ^ ) 


~ 方 2 〆 + k 2 b* 1 z c* — / + kj i 2 k y 

分别表示晶面族和 a 2 ，U 2 ) 的法线方向，设两法线之间的夹角为 y， 则 

G Wl • G W2 = |G 〜 Vi • G W2 1 • cosy 


故 


cos7 


Wl • ^ h 2^2 l 2 


?) 


2 


Qiihz + k \ k z + 1\1%) 


I g va • G w 2 1 竽. ^ h \ Vk \ + /? ，达 + k \ + n 


_ _ hihz + kik 2 + lil z _ 

^ h \ + # + /?• ^/~ h\+~kl + 1\ 

1.1.6 布拉维格子的体密度(单位格点数 V 是个常数： 

(1) 试推导布拉维格子面密度(单位晶面上的格点数) D 公式;， 

(2) 以体心结构为例，求出它的体密度^，最大面密度 D， 并示出格点最密的 晶列. 

解 （1) 在某一族晶面中，取面间距为^的两相邻晶面为底面(底面积取为1个单位 
面积)做一个圆柱体，该圆柱体内的格点数等于 


P • (d • 1) = f>d 

这些格点分布在上下底面上，但属于该圆柱体的只有一个底面，故晶面的面密度 


上式又可写成 


D = pd 


^ f ^ const. 


(2) 设体心立方晶体的晶格常数为 t 则其晶胞体积为“ 3 ,晶胞中含有 2 个格点，因此 


图 M.ll 


其倒格子基矢为 


b x = + ★) ，办 2 = ~{k 4- i) ， b 3 = — (i + j) 

Cl 


与晶面族汍，;1 2 4 3 )正交的倒格子矢量 


— ^1^1 + 厶 2 办 2 + 厶 3 办 3 


则晶面 族 ㈧ 七，心) 的面间距为 


1% 




I G w 3 1 


1 12 3 1 V (h 2 + h 3 y + (h z + h x y + (h x + k 2 y 

显然上式中分母越小 ， A lVl3 越大，故面指数最简单的晶面族 (0,0，1)，（0，1，0)，（1，0,0), 
( o ， i ， I )，（ i ， o ， T )，（ i ， I ， o )， 其面间距最大，相应的最大面间距 


^ : ZS - _ -界 — 

"^/(0 + I ) 2 + (1 + 0) 2 + 0 ^/~2 

所以体心立方晶体中最大面密度 
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体心立方结构体密度 

2 

选取体心立方晶体结构的固体物理学原胞，如图 1. 1. 11所示，其基矢为 

a ^ fi-i + j + k ) 

«z = yO* — / + 在） 

«3 = (« + j — ^ ) 
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C 






p ♦ d 




面间距最大的晶面上的格点最密，因而体心 
立方晶体中格点最密的线也一 p 分布在^)， 

o ， i) ，（ o ， i ， o) ，（ i ， o,o),(o ， i ， T) ，（ i，o J )， 

(1 J ，0) 晶面上，可以证明(0,0，1)晶面即米 
勒指数为(1，1，0)的晶面(参见本篇第四章第 
1 . 1 . 74 题），图 1 . 1.12 是体心立方一个晶 
胞，（1，1，0)晶面上最密的线如图虚线所示， 
线上格点间的距离，等于体心立方晶体一半 

对角线长度，即^ 


从以上分析可以简单地得出一个结论，面指数较简单的晶面族由于其面间距较大，晶 


面间的原子相互作用力小，是晶体的解理面.例如金刚石结构的锗硅晶体，晶面族(1，1， 
1) 面间距最大，是其解理面.但这个讨论一般适用于元素晶体,化合物晶体如 GaAs ， 它 
的结构是闪锌矿结构，与金刚石结构非常类似,但其解理面是 (1,1,0) 而不是 (1,1,1) •原 


因是虽然闪锌矿结构与金刚石结构都是由两套面心立方子晶格[1，1，1]沿方向相对移动 
1/4对角线长度套构而成，但锗硅晶体的两套子晶格完全一样，而 GaAs 晶体中一套格点 
上全是正离子 Ga +， 另一套全是负离子 As —， 这样晶面族是一层正离子 Ga + —层负离子 
A 厂相间排列的，这两层原子间除了共价键联系外，还有附加的离子键相互吸引力 （即静 
电力），因此(1，1，1)面变得不易解理，而晶面族(1,1，0)的每一个面都是由等量的 I 族原 
子和 V 族原子组成的，面间没有附加的静电力，因此 ( no ) 面最容易解理，这一点可以从 
本章 L L 2题解了解到，在那里金刚石 (1,1,0) 面二维格子的固体物理学原胞包含二个原 
子，这在闪锌矿结构中是二个不同的原子，正离子 Ga + 和负离子 As _, 这样原胞是电中性， 
故晶面族的每一晶面都是电中性的，因而(1,1，0)晶面是 GaAs 晶体的解 理面. 

确定晶体的解理面有着重要的实际意义，如对材料的切割，划片都是沿解理面进行 
的，这样可以减少对片子的损伤，从而提髙产品成品率. 

1-1-7 (1) 六角密积结构的晶格常数有两个， a 及 g 试证明对理想六角密积结构， 
有 


含 =V 音 = l. 633 

(2) 导出六角密积结构致密度表示式； 

(3) 镁金属具有六角密积结构，晶体中两原子之间最近距离为 3 . 20A ，试求其体密 
度. 

解 （1) 六角密积结构晶体的堆积方式是型堆积，即第一层04层)与第三层 U 

层)完全相同，第二层 （ J 9 层）的每一个原子位于第一层三个紧挨的原子中间上方，图 

1 ， 1 ， I 3 示出第一层 (A 层)与第二层 0B) 层原子排列， ABCDEPG 其中代表第一层原子， 
HJK 表示第二层 原子. 
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图 1,1.13 

第二层原子 H 重心与第一层原子 ABD 的重心构成一 
正四面体，其边长为 a (两原子最短距离），髙为 c /2, 如图 
1* 1. 14所示，有 


AB = BD = DA = AH = BH = DH 


a 


HO 


c 


由几何关系 


DO f = a ♦ sin 60。 = - 7~a 



DO = ^rDO 


2 V 3 

~ • ~i~ a 




HO 




DO 2 



a 


V 3 


2 


图 1.1.14 



c 2 


~i a2 = Ji a 


所以 


c = 2 HO = 2 - aJ^ci 



3 


a = l . 633 a 


( 2 ) 晶体致密度是假设晶体由刚性原子球堆积而成 ，一 个晶胞中刚性原子球可能占 
据的最大体积与晶胞体积之比值称为晶体结构的致密度 • 图 1.1. 15画出六角密积结构 
晶体的一个晶胞，它是由组成 (ABCD 和 AWCiy 分别是第一层和第三 
层原子 )• ZM 、 Z ) C 和1>办为晶胞的三个基矢，分别标以和 C , 有 

* -1 . , . . 

a = at f D =— —at + —^~aj f c = ck 

其中 i ’ j ’ k 分别是: A 方向的单位矢量，晶胞的体积 
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图 15 


0 ― \a ^ (b X c) \ = \b ^ (a X c)\ 





ai + -~aj 


acj 




a y c 


六角密积结构一个晶胞中有两个原子，取原子球半径为 a /2, 则六角密积结构晶体的致密度 


D 


2 x f K fr 


V 2 it 


V 3 


c 


(3) 镁晶体的一个晶胞有二个镁 M 子，故镁晶体的体密度 


代入 a = 3. 20人，则 





(3, 20 X 1CT 10 ) 



一 v 10 3o_ liil42 

(3-20) 3 X 1U _ 32. 768 


X 10 30 = 4, 3 X 10 28 (nT 3 ) 


1 .1.8 晶体宏观对称性影响晶体宏观性质，例如晶体的介电常数虽然一般具有二阶 


张量形式，但： 

(1) 六角晶系介电常数将简化为 


e n 0 0 

0 e u 0 

.0 0 £ 33 . 

«) 而具有立方对称 的晶体 ，其介电性则退化为一标量介电常数. 

试证之. 

解晶体宏观对称性是用对称操作来描写的，即通过旋转，反演等，晶体自身重合，这 
个几何变换都是正交变换(保持两点距离不变的变换），所对应的变换矩阵为 

a U ®12 众 13 

a = a 2l a Z2 a 23 

a 32 a 33. 




且有 
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式中5是转置矩阵，是逆矩阵. 
晶体介 电常数是二阶张量，表示为 



a = 

•• or 1 


£ll 

€ 12 


€ 21 

e 22 

e 23 

• e 31 

e 32 

e 33. 


在坐标变换下，二阶张量的变换规律为 

^ = aea 

对称操作后，晶体还原，有 


( 1 ) 


下面分别证明. 

(1) 六角晶系，如图 L 1. 16, | a | = ]^| t ^ |cl 

= ^= 90 °, 7 = 120 ° 

选取六角晶系的两个对称操作——绕 : n 轴 (fl 
轴)旋转；:和绕: r 3 轴 (c 输)旋 转穿两 种对称操作， 


它们的变换矩阵分别是 




1 0 
0 COS 7 T 
0 sin 艽 


0 

■ sinir 
cosir 


1 
0 
0 



和 


2% 

C0S T 


sin 


2 n 



依照 (1) 式，在绕 A 轴旋转 7 C 对称操作下 





1 0 

0 — 1 
.0 0 


e n — ^12 一 ®i3 
e 21 S ZZ e 23 

- e 31 fi 32 ®33 . 



0 

0 


0 

0 



e lZ 

e 13 



— e 12 

♦ 

— e 13 

e 21 

e 22 

e 23 


— £ 21 

s 22 

在 23 

. e 31 

e 32 

€ 33> 


e 31 

e 32 

S 33 . 
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得到 


®12 = 0 9 ^13 = 0，€gi = 0 ， S3i = 0 

晶体介电常数张量各分量改写为 

en 0 0 


0 ^22 6 23 

、0 ^32 ®33 


在绕: c 3 轴旋转 f 操作下 


1 

2 


VY 

2 


vT 


0 


0 


0 1 


«n 0 0 

0 til £ 2 3 

0 £32 ^33 




o 


vT 


2 


0 


0 


0 


如 n + fe 22 




4 


6 11 


V 3 
4 


€ 22 


VT 


®23 


VJ 

4 


e u 


vy 


右 22 


3 


VT 


€ 32 


«n + ^zz 


e 32 


丄 


e 23 


€ 33 


由 f = ff ， 


1 A . O 

pu + J^zz 


4% 


^11 


^e 22 #e 23 


4 


V 3 
4 


e n 




4 


e 22 


7 € n + je 22 


e 23 



3 


S 32 


丄 


e 32 


€ 33 


€ll 0 0 

0 ^22 ®23 

0 ®32 e 33 J 


得出 


e 23 = 0 ， € 筇 = Of^u = € 2 2 


则六角晶系的介电常数 


茗 ii 0 0 

0 e u 0 


、0 0 €33 J 

(2) 如本章第五题 1.1. 10图示出的立方晶胞，晶轴 < i 4， c 互相垂直，长度相等•现选 
取它的两个对称操作，绕 x 轴旋转 n 和绕: y 轴旋转寻,它们相应的变换矩阵 


CX x 


0 


0 0 

- 1 0 


0 0 — lj 



和 
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sm 


n 


cos 


it 


0 


0 

0 


0 - 1 o' 

1 0 0 

•0 0 1, 


先考虑绕 z 轴旋转 IT 对称操作，介电常数变换与上面六角晶系相同,得立方晶系介电常数 
为 





e 2Z e 23 
e 32 € 33, 


现在对立方晶体进行绕 z 轴转动 f 的对称操作， 



> 

0 

1 

0 、 


£ll 

0 

0 : 


/ 

0 

-1 

Ik 

0 

^ = 

— 1 

0 

0 

1 

0 

1 

^22 

€ 23 


1 

0 

0 


、0 

0 

1, 


L0 

®32 

S 3S, 


‘0 

0 

1. 


0 ^22 

> 

*-23 


〆 

0 

-1 

n 

0 

一 hi 0 

0 


1 

0 

0 

1 0 % 

^33 - 

1 

1 

•0 

0 

1. 



% 0 以) 



对称操作前后晶体重合 V ，故 


e 22 

0 

€ 23 



0 

0 

0 

ea 

0 


0 

€ 22 

e 23 

‘在32 

0 

e 33. 


.0 

e 32 

e 33. 


得出 


®23 = ®32 = 0 
e U ^ e 22 

于是，晶体介电常数张量各分量表示为 

e u 0 0 

e — 0 e n 0 

.0 0 £33, 

同理，若继续进 行绕: y 轴旋转 i 对称操作，将得到 e 33 = en ，令 

®11 ^ ^22 = £ 33 = ^0 

则立方晶体介电常数张童退化为标量 

提示，从上面应用对称操作推得六角晶系介电常数张量退化为一对角矩阵，立方晶体 
介电常数张量退化为一标董使我们看到，晶体宏观对称性给晶体宏观性质，如介电常数带 
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来了影响，而这种论证和结论显然也适用于晶体的一切具有二阶张量形式的宏观性质(如 
电导率，热导率 等). 下面在固体能带论中，我们还会看到晶体宏观对称性也将给晶体电 
子微观过程带来深刻的影响，规定了波函数对称性质和电子能量简并度数目，从而提出了 
能带图的符号表示. 

1.1. 9 —束动能为 IkeV 的电子通过一多晶金属箔产生衍射.这种金属具有立方晶 
体结构，原子间距为 1 A , 求 

(1) 计算电子的波长； 

(2) 计算第一级衍射极大的布拉格角. 

解 （1) 因为电子波长 


A 


h 

P 


及 


±L 

2 m 


以 ( F 为电子加速电压），所以 


A 


k 


12. 25 12.25 


(2 m 以产 V 1/2 ~ VlOOO 


()• 39( 人） 


(2) 由布拉格反射条件 


ZdsinO = nX 

对第一级衍射极大， 《= i , 又知 d = lA ， 所以 

― = ^ = fto = °- 195 

得 

6 = 11.18° 

1.1. 10当你坐在一台彩色电视机前(其显像管电压为 25 kV ) ，正好是处在 X 射线 
辐照之下. 

(1) 什么过程产生大部分 X 射线流； 

(2) 作为连续谱的结果，计算 X 射线的最短波长(最大能 量）； 

<3)若将氣化钠 ( NaCl ) 晶体放置在显像管前，计算第一级反射衍大的布拉格角 • 

(A = 0. 5 A »/> N a a = 2.165 g / cm 3 ) 

解 （1) 当显像管加上髙压后，管内阴极发射的电子将被电场加速，打在靶(荧光屏) 
上,当电子能量达到一定程度时，就会使靶物质原子内层电子激发，从而产生内层空能级， 
外层电子填充这些空能级时，就能发射出 X 射线. 

(2) 发射 X 射线时，最大的光子能量应等于电子能量 eF ，所以 X 射线的最短波 

长是 

L , 1200 Q _ 12000 _ n x 、 

一 eV — V — 25 X 10 3 — 0. 48( 人） 

(3) 根据布拉格反射条件 

2<^ sin ^ = nX 

则第一级衍射极大的布拉格角可令 w = i 而得到 
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量和可获得的信息的种类比较这三种方法，哪一种方法最适合于研究表面晶格性质?哪一 
种方法被用来决定磁结构？ 

解 X 射线的典型能量是几千电子伏特，其波长正好是 10- 10 m 的数量级，大致和固 
体中原子的间距同数量级，所以， X 射线适合于测晶体点阵结构，低能电子衍射的能量通 
常是20〜 50 eV ， 由于晶体原子对低能电子有很大的散射截面，所以入射电子进入晶体不 
深，就使低能电子衍射成为获取表面结构信息的理想手段.由于中子能感受到晶体的两个 
方面 :核的 分布和电子磁化强度的分布，因此，中子衍射可以用来决定磁矩的分布、方向和 
磁矩的序方式. 


显然，低能电子衍射最适合于研究表面晶格性质，而中子衍射用来决定磁结构. 

1.1. 14 X 射线在晶体上产生布拉格反射，如果在晶体结构已知，其密度和质量测量 
的相对误差为 3 X 10— 4 , 若入射线和反射线与晶体表面的夹角为6。，误差为 3. 弧度单 
位），试确定 X 射线波长的相对误差. 

解为简化计，假设晶体结构的原胞是边长为 J 的简单立方.（对于其他结构的原 
胞，只相差一个接近于1的系数). 

由布拉格反射公式‘ 

2dsind = nX 

若取 《= i ， 则 

2dsind = A ⑴ 

对 a ) 式求微分可得 

^ = 学 + COt^ * dkd 

而晶体原胞体积 


式中: M 为摩尔质童4为晶体质量密度. 
对 (2) 式求撖分，得 


按题意 

d " 

= 丄卜- 
3 1 p 

AM ] 

" Mi 

故 

AM 
M - 

- n 

一 P~ l 

X io -4 

因此得 


d ― 0 



( 2 ) 


△A 



= cot ^ • Ad 


将 4 r ，代入上式后可得 
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AA 

T 


^ 10" 2 


1. 1. 15试证明，在布拉格反射中，如果晶体发生膨胀，则反射波偏转一角度祕 

dd = 一 寻 tan 汐 

o 

式中 y 是体膨胀系数 j 是掠射角. 

解在晶体 x 射线衍射理论，布拉格反射定律推导中，反射波出射角在数值上与 x 
射线和 ( nw 晶面间夹角(掠射角)相同，布拉格反射公式为 



2dsin6 = nX 

故反射波出射角正弦表达式为 

sin 汐 

wA 


2d 

方程两边取微分 

cos 沒 ♦ d 沒： 

nA 

~~ 2d 2 

代入 nA=2dsind ， 得出 

W =― 

tan^ 

因线膨胀系数 一 $体膨胀系数，故 



祕 =一 

y 

—tan^ 


Bd 


116若 X 射线沿简立方晶胞的轴负方向入射，求 证:当 

k z 

a = 和 cos ^ = 


& 和 cosft = ^ +/2 


时 ，一 级衍射光线在 3^ 平面上，式中爲是衍射光线和&方向的 夹角. 

解 Oxyz 直角坐标系的轴 Ox ， Oy，Oz 分别代表简立方晶胞的三个晶铀 
分別是这三个方向的单位矢量，则简立方的正格子 

u — ai，b = ajyC = ak 

式中 c 是简立方晶体的晶格常数,相应的倒格子 
基矢为 


u 


27 (. 
— } 

C 




%，c 

a 


2 n 

a 


k 


与晶面族 ( a ， a ，/) 正交的倒格矢 

=Aa* + kb ¥ -i- lc w 


x. 


kj + 


2 n 


Ik 


图 1.1.17 示出 X 射线在倒格子空间的布拉格反 
射•价是入射波波矢，？是反射波波矢，它们构成 
菱形的两边，倒格矢 G a 为菱形的一个对角线，反 



y 


图 1.1-17 
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射晶面则平行于另一对角线. 

从 1. 1. 17图上各矢董之间的关系 

1G 秘 | = 2|g|cos 

把倒格矢量 Gw 表达式代入上式 


A 


2 ♦ 孕 cos 愚 


2 


2 • 年 cos 辱 = —(A 2 + k 2 + l z )\ 


即 


2cos 2 ^ = 盖 (V + k z + / 2 ) 

1 + cosA = -L(-^) 2 (A 2 + k 2 + I 2 ) 


应用题设条件，得 


1 + 


i z ~k 2 1 ( 21 


2 


k z +P 2\k z + P 


(h 2 + k 2 + l 2 ) 


化简上式，得 


k 2 + l^ = h z + k 2 + l z 


等式成立要求 


A = 0 

由 X 光衍射理论——倒格子空间衍射方程 


9 一 = Gj 


代入 A =0, 式中倒格矢董 


G 


ha* ^-kb* +/C* 1 =kb^ +/c- = ^kj + ^lk 


则衍射波矢《为 


9= q<> + Oj 


~k+^kj+^fik 

+ 2t ：(4 + — U 


波矢 9 在:^面上，即衍射线在 m 平面上. 




1. 1. I 7 处于基态的氢原子，电子的几率分布函数为式中 a 。 为 
玻尔半径.试证明氢原子散射因子为 


fc 


16 


(4 + G 2 a§) 2 


式中 G 为倒格矢量. 

解原子散射因子的定义 


/g 


n(r)e^ G - r dr 


因为氢原子基态的电子分布函数 〆 r )= nO ) 是球对称的，因此上面积分可以化简， 
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现取以 G 为极轴的球坐标，有 

G • r — Grcosa ， 

故 


dr = 2^ 2 sin«dodr 


fa 




广 

J oj I 


n(r)e~ lC ^ a 2wr 2 sinadadr 


sinG 


4«l o n(r)r 2 ^ 


^dr 


± 

aL 


rsinGre 4 °dr 


( 1 ) 


上面推算时 代入; Kr ) = Otd )- i e _。。, 令 


h 


rsinGre 4 ^dr 


应用分部积分 




o 


rsinGre 


.引 


a 0 


sinGre ^dr + 


poo 

"■J〆 

£oGp 

2 Jo 


fl ° (sinGr + GrcosGr)dr 


rcosGre ~dr 


继续分部积分 


/o = 


Ho 


■ Am 

sinGre %dr + 


Oq 


■ 

( 

m 


rcosGre 




o 


e ~ (cosGr — GrsinGr)dr 


£o 


sinGre ^dr + 


£o 


移项求得 


sinGre tf °dr + 


4 J 

u\G 


cosGre % dr 


^ ^2c 

cosGre ^dr 


^TrsinGre'^dr 

4 Jo 


4 G 

4 


/o 


U 


2 a 


4 + a\GK 


sinGre d °dr + 


a\G 


4 + alG 2 ) o 


cosGre fl °dr 


令 h 


— Mb 

sinGre a °dr f I z 


cosGre 〜 dr ， 则 


I 


2a 0 


o 


4 + alG 2 


j , a 2 G T 

^十 4 + 破 • /2 


( 2 ) 


先应用分部积分求 a 


h=-^ 


sinGre ^ 


)1； 


广 OQ _2 l 

J GcosGre ^°dr 


Ga 


cosGre a <>dr 


Gal 

~ 


K 


_ 一 

cosGre 〜 


) 


o 


GsinC^e a <>dr 


o 


Gal G z a\ 

~ V 


u 


II 


Gal 


4 + a\G z 


移项求得 
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类似计算，求出 

7 _ 2a 0 

i2 = 4 T ^ 

把乃和 J 2 代入上面 I 。的 (2) 式表达式，则 

T _ 2ap 7 . a z G j _ Zap Gal Gal 2a 0 

0= 4 十 alG z • 十 4 4 - a%G l 2 = 4+"alG 2 • 4+^G 2 十 4~+a?G 2 • 

_ 4 agG 
—(4 + alG 2 ) 2 

把 I 。代入 (1) 式，则 

f 士 4 r _ _4__ _ 16 

JG — alG 10 ~ alG (4 + a\G z Y ~ (4 + a§G 2 ) 2 

1* 1-18 设波长 A 为的单色 X 射线垂直于一维晶格入射，若晶格中电子的密度分布 
为 


p(^c) == PiCOS + p z cos 

a a 

其中 a 为晶格常数 ，外 和内为常数. 

( i ) 导出 x 射线与晶格发生衍射加强的条件； 

(2〉问能观察到的衍射角久=? 

(3) 求出每条衍 射线的 强度. 

解 a ) x •射线入射到晶体，晶体内每个原子对 x 射线产生了散射，当原子的线度和 
被散射的 X 射线的波长具有相同数量级时，将出现衍射现象.图 1.1. 18中当相邻原子 
间的散射波相位差满足 

acos^ n = nk (2) 



图 1.1.18 

时，在这些散射方向上有衍射极大， a 是一维晶格常数. （1) 式即 X 射线与一维晶格发生 
衍射加强的条件. 

( 2 )原子对 X 射线散射实质上是原子内部各部分电子云对 X 射线的散射，已知一维 
晶格中电子云分布 


( 2 ) 


这是以晶格常数 a 为周期的周期函数，因此也表达了电子在个原子内部的分布，于是原子 
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f ( G ) = \ p ( x ) e^ x dx 


G n 是一维晶格倒格矢， 


G n = n ^ 

a 


故 


/( G ) 


p ( x)t 


‘哈 d : 


丄 

a 


o 


p ( x)e maX dx = apt , 


其中内 是周期函数的傅里叶展开系数 • 
改写晶体中的电子分布式子如下 


p(x)= PiCOS + 内 COS 


a 




夕 + e _ i? 




+ e 




2 〆 


2 


即傅里叶系数 


P±i = 令， P±Z = ^ 


其余全为 0. 由上面衍射加强条件则可观测到的衍射角 

A 


n 


n =4 - 1 ,< 2 cos^ +1 — A, 0 +l = arecos 


1 ^acosd^i =一 A ， O^i — arecos 


a 


X 

a 


) 


2 tc 一夕 


2A 

n =+ 2，acos 汐 +2 = 2A ， &+z = arecos — 

CL 


w 2,acos^_ 


2 



arecos 


2A 


a 


2 兀一汐 +2 


(3) 因为衍射强度尸 ( G )， 故每条衍射线强度 


/ ±1 oc 


d 


l±z cc 


£l 

4 


1.1.19 考虑一个 ABAB ...AB 原子线, A — S 键长为 f ， 如图 1,1. 19 t A 9 B 原子 

的散射因子分别为 A 和 / B ， 入射 X 射线垂直于原子线. 

(1) 给出0方向 W 是衍射光束与原子线之间的夹角)衍射加强条件； 

(2) 计算衍射强度； 

(3) 讨论情况. 


B 

— • 


ABABA 

Ft=W ~~~-~~ • 


图 M-19 
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解 （1) 复式格子对 X 射线的衍射，可以归结为晶体内各原胞散射波之间的相互干 
涉，因为晶体是由各原胞在空间周期性排列而成，而它的排列情况完全可由布拉维格子来 
表示，因此各原胞之间的相互加强条件即是布拉维格子中被各格点散射加强条件.因此 
本题可看做是一个相距为 a —维布拉维晶体光栅，如图 1.1. 20,其中每一个格点代表了 
原子 A 和各格点(原胞)散射波之间相互加强条件由其中任两束散射波的光程差来决 
定，当光程差等于入射 X 射线波长整倍数时散射相互加强，即 



图 1.1.20 


n 是整数. 


LQ = acosd nX (w = 1 ， 2 ,…） 


注意上式与布拉格公式 2 dsinB = nK 不同，原因是这里不存在晶面族中各晶面之间干 
涉. 


(2) 几何结构因子 


F(k) - 丈 ；/，*。-*).~ 

反映了原胞中原子的分布及原子种类对散 if 强度的影响，式中心是入射 X 射线波矢， k 是 
某一方向上散射波波长，而 O 则表示原子坐标.考虑到劳厄方程 

是。 一 k = G 


G 是一个或几个倒格矢，以晶格常数为的一位布拉维格子的倒格基矢为6=2^，则 
nb ^ n $，取原子 Z 坐标为原点3原子 reoj 原子位置6 = +«_，所以 

F = =厶 + fBe n ^ =f A + 

9 

) 

若晶体有 iV 个原胞，则晶体沿 A 方向的衍射光应该是#个原胞在该方向散射光的叠加， 
则衍射光强度为 

IccN 2 \F\ z cc \ f A + /^\ 2 
式中《是衍射级数,因此衍射强度 

/ I 厶 + A | 2 ,« 为偶数 

I CC \ 

1 |/a —/ B | 2 ，n 为奇数 

(3) 如果乂，五是同一种原子，/^=/ 5 ，若4,5是不同原子(或离子），它们也可以有 
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相同的散射因子，例如由 K +， C 1 -两离子组成的双离子链，这时由于 K + 和 C 1 -的最外壳层 
都是满壳层，原子核外的电子与壳层数都相同，所以 K + 和 C 1- 离子的散射因子相同。在 
情况下，衍射强度 

r UP , ”为偶数 
I QC 

10, n 为奇数 

这表明，当 n 为偶数时，原胞中 A 和 B 原子(离子)的散射波情况相位差为零，散射波相互 
加强，衍射光强度最强，但〃为奇数时，原胞中 A 和 B 原子(离子)散射波相位差为 7 t ， 互相 
抵消，发生消光现象. 

1.1.20 面心立方结构晶体氣化钠 ( NaCl ) 有钠离子 Na + 和氯离子 Cl - 组成.钠和氣 
的原子序数分别是11和 17. 

(1) 决定哪组 X 射线衍射能被观察到(对于通常的立方原胞）； 

(2) 在这些衍射中，哪一组强，哪一组弱？ 

解在 NaCl 原胞中含有下列位置的 8 个原子，其中 Na + 位于 ：（0,0,0)，(+，含，0)， 

(音， 0 ,含)，(。’+，含)，如图 l.m 中•所示； ci ~ 位于： ( y , 0 , o ) , ( O ’ j ， 0 ) ， 

0*0, y ], 音， 音，音)如图 1< 1. 21 中 O 所示. 

k 



图 1.1.21 


因为衍射强度 

^hki °° \ Phki \ z — Fkki • Fm 

^ F^~)/jC0s2^n(A^y + kvj + Zu^)] 2 + f jsin 2^nQiu f + kvj + 

其中均是整数.将原胞中离子坐标及原子序数代乂可得 

• {[1 + cosnn(h + 是 ）+ cosnn(h + /) + costmCl + 是）〕 

+ a[costi7th + cosnzk + cosnnl + coswjt(A + 是 + /)]} 2 
+ • {[^sinnn(h + k) + sinnit(k + /) + sinmc(^ + /)] 
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+ a^sinnith + sinnnk + sinner/ + sinn7c(A + 是 + /)]} 2 

其中 ^ = 7 w = n - 容易得到，衍射强度 uo 的条件为面指数 h ， k，i 都是奇数或都 
是偶数，此时可观察到两组衍 射:当 n / 全部为奇数时， 

I CC 16(1 - ay 

衍射较弱 I 但 A ，々，/全部为偶数时， 

locl 6 (l + a ) 2 

衍射较强* 

11 - 21 实验测得，铁在 2o ° c 时，最小的三个衍射角分别为而 
加热到1000 ° C ，最小的三个衍射角变成7。55/，9。9'，12。5 叭 

(1) 已知在20〜 1000 °C 温度范围内，铁金属属立方结构.试分析 20 °C 和10001；下, 
铁各属于哪种立方结构； 

(2) 在 20 °C 时，铁的比重为 ？860 kg / m 3 , 原子量为 55. 847,试求其晶格常数 • 

解 （1) 在这里必须注意的是，在用 X 射线衍射方法决定晶体结构时，常采用晶胞 
而不是用固体物理学原胞 • 因此在决定散射波强度在空间分布时,先是根据晶体所属的 
晶体，按该晶系的简单布拉维格子，由布拉格反射条件决定衍射加强 方向; 其次在这些衍 
射加强方向上的散射波强度则由几何结构因子及原子散射因子 决定. 所以在晶体 X 射 
线衍射实验中，要在衍射角0方向上观察到衍射斑点，首先须满足布拉格反射定律 

2dfMsin6 = nX 



是米勒指数为 ( a , 々,/)的某一晶面族的面间距，力是 
衍射级数. 

题设铁金属属立方结构.图 1. 1, 22是立方结构晶 
系的一个简立方格子晶胞(亦是固体物理学原胞），晶 
轴 a ， b ， c 的单位矢量分别为 f ， 则正格子基矢为 a 
=ai ， b=aj ， c=ak ，倒格子基矢为 



图 M.22 


与晶面族 ( H /) 正交的倒格矢 

K m = Aa H +kb* +lc # 


故米勒指数为晶面族的面间距 


置换布拉格公式中的得到 




这表明衍射角正弦与衍射面指数的方均值成正比 • 上面推导结果看出，对应三个最小衍 
射角要求三个最小的最简单的晶面指数但晶格面指数(&，々,《)的选择还要考虑 
到，尽管这个选择满足 x 射线衍射理论的布拉格反射公式，在衍射角 e 方向上衍射光是 
加强的，但由于晶胞内不同坐标上原子的散射波之间干涉也会相互抵消，在这些方向上衍 
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射强度仍可能为零，而看不到衍射斑点，这就是说必须计及晶体的几何结构因子.立方晶 
系有体心立方和面心立方结构，首先计算体心立方结构的结构因子,这时每个晶胞中有两 
个原子，其坐标为 


则 


(0,0,0)和( 



F ( nh ， nk ， nl ) 二 = /[! +，屮 ㈣ )] 

式中/是铁原子散射因子， n 是衍射 k 数，晶面族的衍射强度 J 

I ( nk 9 nk f nl ) cc | F ( nA , w^,wO | 2 

显然，当 《( A + A +0 为奇数时，/0^，?2是，；1/) = 0，衍射光消失，只有当 n ( h + A + Z ) 为偶数 
时，才会见到衍射斑点 • 取 n = l , 则对应于最小三个衍射角的最简单的面指数依次为(1， 
1，0)，（2,0,0)，（2，1，1)，这三个衍射角的衍射面指数的方均根值之比为 

^/1^+ I 2 + 0 2 * V ¥ 2 + 0 + 0 * V2 2 + I 2 十 I 2 = 1:1. 41421 t 1. 73205 
现在把这一数据与铁在 2 ( rc ， iooo ° c 实验测得的最小三个衍射角的正弦值之比相比较, 
来确定铁在 2( TC 和 1000° C 下是否属于体心立方 结构. 

实验测得铁在 2( TC 时，最小的三个衍射角的正弦值之比 

sin 8°12' * sinll °38' : sinl 4°18'= 0. 142628 * 0. 201591 * 0. 246999 

=1 * 1.41340 * 1. 73177 
而在 100( TC 时，最小三个衍射角的正弦值之比 

sin 7°55' * sinW * 0. 137733 * 0. 159020 * 0. 224668 

=1 * 1. 15455 * 1.63118 

比较看出，体心立方结构情况下三个衍射面指数的方均根之比与铁在 20° C 时最小的 
三个衍射角的正弦值之比非常接近，所以铁在 2 CTC 时应为体心立方结构. 

而在面心立方结构中 ，一 个晶胞包含4个原子，其坐标 (〜 t ；， w ) 为 

(。，。，。)(+，如。)(+，。，+ )*(。，+，音） 

则 

F ( nh ， nk ， nl ) = /[I + e iw,CA+ * ) + + e ilw(H ~ A) ] 

晶面族 ( AM ,/) 的衍射强度 

l { nhtnk t nl ) cc \Finh , nk 9 nO \ z 

显然，当 nh ， nk ， nl 奇偶相异时， P ( wA ， W ， n /) = 0, 衍射消失，但当全为奇数或全 
为偶数时，衍射极大，令 n = l ， 故对应最小的三个衍射角的最简单衍射面指数依次为 （1 ， 
1，1)(2,0,0),(2,2,0)，这三个衍射面指数方均根值之比为 

Vl 1 + I 2 + I 2 * V2^ +0 + 0 t V 2 2 + 2 2 + 0 2 = 1 * 1. 154 70 : 1. 63 2 99 

与上面 iooctc 下 x 射线衍射实验结果非常接近，故铁在 loocrc 下应为面心结构 • 

(2) 设铁原子质量为 m ， 晶格常数为 a ， 铁在 2 CTC 时为体心立方结构，一个晶胞有2 
个铁原子，则铁的质量密度 
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于是晶格常数《等于 



_ 2 m 
a ~ N P 

lmol 铁质量为 55. 847Xl(T 3 kg，一 个铁原子质童 

55. 847 X 10— % 
m = ^2 ^~ kg 


代入上式，求得铁在 2( TC 时的晶格常数 




2 X 55,847 X 1CT 3 
7860 X 6* 02 X 10 23 


2, 868(A) 


第二节固体的结合能 


1.22 相距为的 r 两惰性气体原子，其相互作用势能 


u(r) = 4e 


[( 


( 


称雷纳德-琼斯 ( Lennard - Jones ) 势，是雷纳德 -琼斯 参数， 

( r ) 


(1) 以士为横坐标，& 


为纵坐标，画出这种相互作用势曲线 


(2) 证明 r = 〜 =1.12(7 时势能最小，这时 = 当 
与 c 两参数的物理意义， 


^ 时， w ( r ) = 0, •说明 e 


解 ( D ^ 1 


函数为 


u(r) 


4e 


r 


£ 

r 


$ 


a I 


取若干不同的值，计算对应的值，并列于表 i . i . i , 画出这种相互作用势曲线 



图 M-23 
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如图 1.1. 23所示 • 


表 L 1 


r 



— 


BM 

D9 

Bi 

IB 


1.6 

u(r) 

4e 

^ • - 

$4 

10.6 

L7 

0 

-0.19 

-o. 25 

-0. 22 

-0.16 

~0. 08 

团 


(2) 由极值条件 


得 

故 


du 

d ? 



4e [~ 12 k 


,6 


+ 6 







此时 《( r 。) 时取极小值，且 


r 0 = 2 m o = 1. 12(T 


u(r 0 ) 


= 4 c 





由于 IWr 。）! 是两原子间的结合能，所以 e 即是两原子处于平衡时的绪 合能. 
又把 r = a 代入两惰性气体原子相互作用势能表达式 


u(r = <7) = 4 € 



0 


这时原子间相互吸引能等于相互排斥能.显然，从图 1.1. 23还可以看到 


(r > a 9 u(r) < 0 

lr < <r ， M(r) > 0 

所以， a 具有长度的量纲，它的物理意义是,是相互作用能为零时两原子间的距离 . r <<r 
时，吸引小于排斥势能 ; r > a 时，吸引势能大于排斥势能; r =( r 时，吸引势能与排斥势能相 
等，但弁不处于能量最低的稳定状态. 

所以，对惰性气体来讲， € ^是两个重要参数，只要知道雷纳德-琼斯势就清楚 
了，由此可以理解惰性气体一系列物理化学性质. 

1* 1* 23 有# 个惰性气体原子组成的线性布拉维固 体链. 若平均每两原子间相互 
作用势 


试衷 

< i ) 原子闾的平均距离 

(2) 每个原子的平均晶格能 

(3) 线弹性模量 

解 （1) 由平衡条件 


d £ 

dx 
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d 


dx 


W ( i ) 12 - 


a 




x 


A 




— 12^ + 2 X 6^1 = 


•To 


X 6 ^ J =0 


^0 


+ 1 


得到 


x Q = a 


(2) 每个原子的平均晶格能等于平衡时平均每两个原子间作用势能 


«o =多（工 0) =甙 


I a 


12 


2 l - j ) ]=炎。(1一 2)=—表 


(3) 线弹性模量 


K = x 


° dx 2 




x 0 


12 X 13<? 12 12 X 7< r $ 


工 J 4 


x\ 


又 X 0 = < T ， 


k ^ x °B 


=^ o (12 X 13 — 12 X 7) 

x 0 


1 72 於 

( T 2 — a 


h h 24 通常用雷纳德-琼斯势描述惰性气体分子晶体原子间相互作用势，如下式 


u(r) 





12 



式中 e ，〃 称雷纳德-琼斯参数，如果分子晶体是面心立方结构，而且只计及次次近邻原子 
的相互作用. 

(1) 推导热平衡时惰性气体分子晶体总的相互作用势能表 达式； 

(2) 己知惰性气体 Kr (氪)晶体具有面心立方结构，雷纳德-琼斯参数 £=0. 014 eV ， 
« r =3. 65 A ，试求 

( a ) 1摩尔 Kr 分子晶体的结合能； 

( b ) 晶体的晶格常数； 

CO 晶体的体弹性 模量； 

( d ) 抗张强度. 

解 （1) 设晶体有#个原子组成，它们总的相互作用势能 


11 = ~2 2^] = ^2 贫(〜） 

上式是基于晶体表面层原子数目远少于晶体内部原子的^虑而忽略了表面原子与体内原 
子对势能贡献的 差别. 

又设两原子间最短距离为 r ， 有 


于是 

式中 


r 0 = ajr 


U{r) = 2Ne 


A x 


a 


12 


At 


61 


( 1 ) 


A u ^ ^2 >-^6 ^ 2 


显然 ，/ 12 和 都是只与晶体几何结构有关的常数. 
由热平衡条件 


du 


可求得平衡时晶体中原子间距 r 。, 


f 


Ne 




- A 


12^ 


+ A 




得到 


2A 

儿 


( 2 ) 


将 (2) 式代入 (1) 式，求得在热平衡时晶体总的相互作用势能 


U 0 = 2Ne A 12 


2Ai2 


6 




2 A 


]— 喷 


(3) 


现在来求只计及次次近邻原子之间的相互作用时面心立方晶体丄 2 和次值.图 
1.1.24 是面心立方晶格一个原胞，参考点取在 O , 标号为1的原子是其最近邻原子，距离 
为 r 。, 一 个坐标面上与标号为 O 的原子的最近邻有4个，所以面心立方格子任一原子有 
12个最近邻原子，标号为2是0原子的次近邻，上下左右前卮共有6个，之间距离为 

标号为3的原子是原子 O 的次次近邻，其距离等于^>。，角顶0原子周围一共 
有8个如图晶胞，一个畢胞有3个原子是0原子次次近邻原子，故面心立方布拉维格子 
的任一原子有24个次次近邻原子，于是 


A (3)= 12 X — 

^0 


+ 6 X 


念) 


6 


+ 24 X 


^/ Yr 0 l 


= 12 + 0. 750 + 0. 8898 = 13. 639 
A 12 (3) = 12 + 0- 094 + 0. 033 = 12. 127 



图 1.1.24 

将 ^ 6 (3)-13. 639, A 12 = 12.127 分别代入 (2) 和 （3) 式，得到 
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2 A 12 \ i I 2 X 12 . 127 \^ 

~A^) ( 13^63T i 


( 1 . 77828 ) 6 ^= !• 10<J 





186. 022 
2 X 12.127 


Ne =— 1 . S 7 Ne 


(2) ( a ) 每克 Kr 分子晶体结合能 
把 e =0. 014 eV 代入 (5) 式，得到 


(4) 

(5) 


E 6 = =- 7. 67 N 0 e =- 7 . 67 X 6. 022 X 10 w X ()• 014 = 6, 466 X 10 22 ( eV / mol ) 

而晶体中每一原子势能等于 


Uo 

No 


7 . 67 e =- 7, 67 X 0, 014 


0,107( eV ) 


实验测得 Kr 惰性元素晶体每一原子势能为一 0. lleV . 这表明理论计算相当接近实验 

值. 


( b ) 晶体晶格常数. 

把 < r =3, 65 A 代入 (4) 式， 


r 0 = 1. 10^ = 1* 1 X 3* 65 
= 4. 02( A ) = 4, 02 X 10- 10 ( m ) 

在面心立方结构情况下，晶格常数 

vlV 0 = VY X 1- 10 <r = VY X 1.10 X 3 - 65 


= 5* 68(A) = 5- 68 X 10^ 10 (m) 
( c ) 晶体的体弹性模量 


K 


^ d 2 U 

dV 2 

ic'j 

dVi 


Vo 




[MdvU 


yo 


Vo - 


r d 


Lay 




r o 


^ v 0 

^3 V \ 3 r / jy 


dr 

dVJ 


r o 


d z U 

J ? 


( 6 ) 


Vo 


r t 


y 。 是平衡时晶体体积，在面心立方结构情况下，每个晶胞有 4 个原子，如果晶体中共有 


w 个原子，则它的晶胞数郢为 $， 而每个晶胞的体积为所 以热平 衡时晶体体积 



Vo - ^-a 3 

4 

== 

= 2 Nr l 

—般情况下晶体体积 

V = ya 3 
4 

= — {^/~2rY = 

4 

2 o 

' l Nr 

所以 


2 N • 3rl ~ ~ 

'fm 

对 (1) 式求二次偏导数 




id 2 U 

1 dr 2 ) 

r 。- [l2X13A l2 (J . 

- 6 X 7A 6 { 


(7) 


( 8 ) 


(9) 
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f ) 


3 VJ 


Nri 


又对 (1) 式取导数，令 


idU 

\Jr 






一 6 A € 


r m 


12Ne 

r m 




2 A 




把式代入 (13) 式， （ U ) 式代入 (12) 式得 


Pm 


VT_1_ • 12Ne 
3 Nri # r m 


2 A 12 


r m 


A 


r m 


4 


2A 


r m 


-Mi 


把 ( id 式代入上式，则得 





4 VT 7 ?Ae £ 


^6 土 9 fri6 

26A IZ 2SA t 



7A 


2 


^1 Z 


7 A ^ 

26 A , 


A , 


^ 2, 935 


^6 _ Ai 

謂 


A.19 <S 


145 


A 


0- 269 


A 12 」 


2 - 395 X 0-124 X A 1Z 


A 




e 


— 2*395 X 0-124 X 12.127 X 


13> 639 

12.127J 


i. 


e 


5. 920468 


e 


代入， e ：=0,014 eV =0, 014 X 1. 602 XlCT 19 J ，< y =3, 65 A =3. 65 Xl ( T 10 m ，有 


5 - 920468 X 


0- 014 X 1- 602 X 1(T 


• 65 3 X 10 


30 


— 2. 731 X 10 8 ( N / m 2 ) 

把上述理论计算数据与实验测量值一并列在表 1. 2 . 


表 


1 


计算 

理论 


ro/(10~ 10 m) 
4. 02 
3. 98 


结 合能办 /eV 
0.107 
0^11 


(13) 


(14) 


iC/(10 9 N/m 2 ) 
3.0 
3. 



从表 2 _ 2 可见，上述理论计算接近实验测童值,尤其结合能的 计算. 
1.1. 站设某一晶体中相邻原子间相互作用势能为 


(r) 


弇 + 多 


(1) 若只计及最近邻原子的相互作用势能，证明其体积弹性模董为 
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K= \U 0 \ 


9V 0 


(2) 设平衡时两原子间距 r c = 3 人，每个原子的理解能为4以，饥=2，《=10，计算《及 




解 （1) 只计及最近邻原子的相互作用势能，则晶体总的相互作用势 


= ¥( — 弇 + f 


( 1 ) 


热平衡时晶体总相互作用势能 


U 0 (r = r 0 ) 



[\ 

dj 


( 2 ) 


而平衡时条件是 


dC / 

dr 


0 


即 


6U 

dr 


r 0 


N i ma 

一 rj+ 


^i = 0 


f 


求得平衡时两个原子间距 




(3) 


根据题解 1. 1. 24推导,晶体弹性模量公式为 

d z u 


K 


SV Z 






dr\ 2 (d z U) 

W ) r \ J ?) 


y . 


(4) 


r o 


Fo 是热平衡时晶体的体积，因为相邻原子间距为『，所以晶体体积 

V = N * Ar z 

这里乂 是与晶体的原子几何结构有关的参数.例如简立方结构3 = 1,因此平衡时 

V 0 = N * Arl 

把 (3) 式代入 (2) 式得 


(5) 


( 6 ) 


U 0 


N 


m 


r? 


(7) 


对 (5) 式取导数, 


f 6V 

\ dr 


3NA4 


r 0 


即 


敲 


ZNArl 


(8) 


对 a ) 式取二阶偏微商 

3 Z U\ _ m(m + l)tf 

^) r ~ TL ^~ 


n(n + 1)0 
r? +z 


N ma 

J ^ 2 


+ 1 一 


n(n + l)0 
maro^ m 


\7 fyiQ 

y ㉟ + 1 — <« + D ] =— ~ — n ) 


N mot 
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把(8)，(9)式代入 (4) 式，晶体弹性模量 


K 


ZNArl , 


2 


2 r? +zV ’ 


7 o = 


r 0 


3 V 0 J 


N n — m m \ T/ 
T ^ n n n ) VQ 


9 V 0 


\ U 0 \ ♦ mn = \ U 0 \ • 


9 V 


o 


上式推导中利用了 （7) 式. 

(2) 原子的离解能就是把晶体全部解离成各个原子状态所需要的能量，由题设 


努 =— 4 eV 9 U 0 = — 4 ：NeV 


由 （7) 式 


U 0 


N a^l n — 
Y r?\ ~ "n 


m 


于是 


a^i n — 饥 

T ^\~ n ~ 


一 4 N 


故 


a = • = [ _ ^ - 32 4 丄 Q = 90(eV • 人 2 ) 


n — m 


10-2 


由 （3) 式 


r 0 


[niy 

\ maj 


m 


4 


nl ) 

mal 

Hi 


mot 


10-2 


nl \ 

maj 


故 




r\ma 3® X 2 X 90 


n 


10 


• 18 X 10 5 (eV • A 10 ) 


h 1. 26 证明正负一价离子交错等距排列的一维晶格的马德隆 ( Madlong ) 常数 M 


21n2 - 


解 一维离子晶格如图 1.1. 25所示，选某一正离子作为参考离子，原点为 a 




e ~ © ~ © ~ © ~ & 




< B — 


0 


图 1-1-25 

设其最近邻离子间距为心， 则第〃 个离子坐标为《心，参考离子与一维晶格所有离子的库 
仑吸引势为 


N 


s (—!)” 


e 


X 2 


4ne 0 nx 0 

▲ 

式中求和时对正离子取正号，对负离子取负号，并考虑到对一维离子晶体，参考离子两边 
的离子是正负对称分布的，因此乘 2. 离子总数为2#，只取一次两离子相互作用势.一维 



离子晶体总的库仑吸引势 
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"驳引势= S (— i ) 


^— 1 X 2 X (2N) X — 


4ne 0 nx 0 


2 


N 


e 


4 tC € 0 ^0 


2.gd •士 


一维离子晶体马德隆常数 


M 




2 • 2(- D — 1 • 丄 

n=l 71 


离子数目 iV 很大，故 


N oo 

V !(— iy +1 •丄= V ' (— D n+ i •丄=1 一丄 + 丄一 丄屮 
★ n 2^3 4 ^ 


• » • 


与下面函数 ln ( l +： y ) 的展开式相比较 


一客 + 吝一芩 +… 


ln(l + y )=： y — 言 + 言一言 + 


令: y = l ， 有 


ln(l + 1) = ln2 = 1 一 7 + 了一 7 + 


♦参 ♦ 


则 


N 


艺(一 1)” +1 • 丄 = ln2 

rr ? n 


故一维离子晶格的马德隆常数 


N 


M=2.5(-l)-.i = 2ln2 


而其总的库仑吸引势 


引势 


Ne 2 • 2ln2 


Ne z ln2 


⑽ 0 工0 2宂 e 0 jr 0 

上述马德隆常数计算是埃瓦尔德 ( Ewdd ) 提出的点阵累加的 
维点阵，收敛很慢，难于求出马德隆常数. 

1. 1. 27 


般计算方法.应用到 


(1) 说明使用中性组合法求马德隆常数的物理 基础； 

(2) 用中性组合法计算三维 NaCl 型离子晶体的马德隆常数，取到一级近似. 

解 （1) 元素周期表中第 I 族碱金属元素与第 W 族的卤族元素化合物(如 NaCl , 
CsCl 等)所组成的晶体是典型的离子 晶体. 由于正负离子具有满壳层结构，电子分布是 
球对称的，当两个离子的间距较大时可以看成是点电荷，因而离子间的吸引能是库仑能 

— ZiZ 2 & Z 
4 财 0 r 

式中 A ， Z 2 分别是两个离子的价电子数, e 是电荷量， r 是它们之间的距离. 

设 W 为正负离子总数，离子晶体的总库仑吸引力为 


"费引势 


丄 

2 


N 


S 士 


Ui ^ j ) 


Z ^ e 2 

4 穴 e 0 r" 
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上式中以第）个离子为参考 粒子. 设最近邻两粒子间距为心则第 f 个离子对参考离子 j 
的距离可写成 


rij — a t r 

%是由晶格结构决定的系数，这样 


引势 = — 




ZiZ 2 e 4 
4 丌 e 0 r 


土 5 


式中同性离子取负，异性离子取正，令 



a) 


其中 M 称为马德隆常数，它可以由晶格结构求得. 

上式定义的马德隆常数，可逐项求和去求，但并不能收到收敛的结果.为此，马德隆 
发展了一种求 M 的有效方法——中性组合法. 


设想把晶体分成许多大的晶胞，使每个晶胞中所含的正负离子数目相同，因而每个大 
晶胞是电中性的 • 在物理上一个划定范围的电中性集团之外的一点产生的电势随其范围 
的扩大而迅速减小，因而这一范围以外的粒子对马德隆常数的贡献也迅速减小，因此，根 
据电中性集团范围以内的离子计箅马德隆常数的近似值，则此近似值随所取晶胞大小的 
扩大而迅速收敛. 


(2) 图 1.1. 26是 NaCl 晶体的一个小立方晶胞, Na * 1 ■和 C 广各自构成面心立方布拉菲 
晶格，它们沿轴矢方向相互错位半个晶格常数互相套构在一起构成 NaCl 晶格. 



C1- 




图1 1.26 

晶胞中心是 cr 离子，立方体12根棱的中点各有一个 ci - 离子,但每个 ci ~ 离子只有 
i •是属于该晶胞的，所以这个晶胞内一共有 1 + ¥ = 1 + 3 = 4 个 cl - 离子;立方体6个底 

面中心有一个 Na + 离子，它们各只有+属于该晶胞，立方体8个顶角也有一个 离子， 

每个离子也只有含属于该晶胞，晶胞中一共有音+音= 3 + 1一个 Na + 离子，所以这个晶 
胞一共有4个 C 1- 离子和4个 Na + 离子，处于电中性. 
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取晶胞中心的 cr 离子为参考离子 r ,， 则它到其他离子的距离为 

r 0 - — r(nf + n| + n\)\ = ra { 

&, n 2 ， n 3 为整数， r 是最近邻粒子间距，两为 

= (nf + n| + ni)i 

由图 1.1. 26可以看出，离参考离子最近的有6个正离子，其位置可表示为（士 1,0,0), 
(0,士 1，0),(0,0，士1)，由（1)式 

+o + o = V ( T + i 2 + o = Vo + o + i 2 = i 

但每个离子只有 j 是属于本晶胞. 

同祥，此近邻有12负离子，其位置可用（1,1，0)代表，由 （1) 式，每个离子的两= 
— VY ， 每个粒子只有+是属于本晶 胞的， 

再次近邻有8个正离子，其位置可用（1,1，1)代表，每个离子的每个粒子只 
有 f 是属于本晶胞，于是代入 (1) 式，得到马德隆常数为 

M = X 6 - y X ~~ X 12 + + X X 8 
1 4 V 2 8 V 3 


= 3-2.1213 十 0. 5774 
=1.457 

大晶胞取得越大，结果就会更准确，精确计算值 M = l . 747565. 

中性组合法实际上是埃佛琴 ( Evjen ) 提出的用图解法来处理计算，可改进级数的收 
敛性. 


1.1. 28如图 1. 1. 27所示二维正方离子格子，取中央一个负离子为原点，则虚线所 
围的区域依次为第一中性区(小晶胞），第二中性区(中晶胞 ：) 和第三中性区(大 晶胞） ，试依 
次计算各电中性区(晶胞)对马德隆常数的贡献. 


解 如 1.1. 27题推导，马德隆常数表达式为 

m =2( 士士） 

取中央负离子为参考离子 o , 则它到其他离子的距离为 

= r{n\ + n\)z = ra { 

化，〜为整数， r 是最近邻离子间的距离， a , 为 


<^i — (n\ + n\)\ 

先看第一中性区(小晶胞），位于边棱中点的4个离子 
为正离子，其位置可表示为（士 1，0),(0, 士 1)，因而兩= 




$ 穸一母一令一❺一令 击 

\ I \ I 

II [ t 

分申 0••-母一 -0 ^ 今 

麄 i . I T T 

! ! \ tii 

中 f t % f f 中 

$ $ 6 ■■- 母一 -4. i 白 

' I » « 

1 丄 } 1 

! ; 
备一夺一分一 —- 0 - - — -0 


1.1 . 27 


(士 i ) 2 = i , 但每个离子只有含属于 

本晶胞，而4个角顶为负离子，其位置可用（士 1，士 1) 表示，因而 Yy , 但每个离子 
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只有 +属于 本晶胞，于是 

M=jx + X 4- + X — =： X 4 = 1. 293 

2 1 4 VT 

对第二中性区（中晶胞），参考离子0最近邻4个正离子和次近邻4个正离子均属该 

晶胞，坐标分别用(1，0)和(1，1)来代表，由式分别为1，一 vy ， 它们对马德隆常数贡 
献为 


X 4 - 



X 4 


而棱中央为4个负离子，坐标用(2,0)代表=_2,但每个离子只有 f 属本晶胞，边棱还 

有8个正离子，坐标用 （1,2) 代表,■，每个离子也只有 f 属本晶胞，它们 
对马德隆常数的贡献为 





X + X 4 +士 X 



X 8 


顶角上4个负离子，坐标用（2,2)代表 ， A = = 但每个离子只有+属本 

晶胞，它们对马德隆常数的贡献为 


X 


因此，第二中性区(中晶胞)的马德隆常数为 


1 




X 4 


M 


丄 


X 4 


w 


X 4 


一 + X 




X 4 + + X 


1 


VT 


X 8 


丄 


X 


1 


V 8 


X 4 


= 1-1716 + 0- 7889 — 0. 3536 
= 1. 607 

同理，对第三电中性区(大晶胞)进行计算，求得马德隆常数 


M 


丄 


X 4 — 


V 2 


X 4 


一了 X 4 + 


1 




X 8 - 




X 4 


士 X 士 X 4_ + X -4= X 8 +士 X 


Vio 


Vl 3 


X 8 - + X 


1 


Vl8 


X 4 


• 611 


1.1. 29考虑一条直线，其上载有电荷士 g 交错排列的 2 N 个离子，最近邻之间的排 
斥势为4/及”，附加在通常的库仑势上. 

(1) 找出平衡间距及。并求平衡能 t ； (及山 

(2) 使晶体压缩至及。-及。(1 一幻，计算晶体压缩一个单位长度所做的功，精 确到此 
解 a ) 按题意，此系统的晶格能为 

其中， M 为马德隆常数.对于所给系统, M =2 ln 2. 由平衡条件 
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dUCR ) 

dR 


0 


R 


得 


R . 


nA 
Mq 1 


nA 


2q z \ n2 


由此得 


U ( R 0 )=N 


2 g 2 ln 2 丰 A • 2 g 2 ln 2 
R 0 R 0 nA 


2 Ng 2 In 2 

Ro 


1 


丄 

n 


( 1 ) 


(2) 外力所做的功等于系统内能的改变.设 W 为晶体受压一个长度所做的功，则 


W ^ U ( R 0 ) - UIRAI - ^)1 


( 2 ) 


由 (1) 问的计算知 


U ( R ) = 2Nq 2 \nZ 


Rr l 1 1 

nR n ~ Rl 


令 R = R 0 ( l - d ) ，代入上式可得 


UlRXl - 占)]= 2NqHn2 [~ 


R n 0 a - 8y 艮 (1 — 及 ）- 


2Wln2 「 1 

Ro(l - S ) ln ( l - d ) 


T-l 


因占很小，式中对 S 展开，只计及沪项后得 


uiR 0 a - «] 




2Nq z \ n2 f (n — 1)^, + 1 


Ro 


n 


n 


(3) 


将 (1)、(3) 式代入 (2) 式，则得 


W 


2^ •宁炉•如炉 


其中 ， C 


(n — l ) g 2 ln 2 
R D 


1.1.30 ( l ) NaCl 晶体相对于独立离子的内能是多少？给出近似值，并利用简单模 
型推导之，点阵常数 a ==5.6 人； 

(2) 要得到相对于单独的钠金属的氢气的内能，应从上面得到的量中加上或是减去 
什么实验物理量？忽略小于10%的影响. 

解 （1) 设 NaCl 晶体上正负离子总数目为 W ， 则其总相互作用能 


u(ry — 写 1 施 2 


_ B 

2 I 4?re 0 r 


式中第一项是离子间的库仑吸引能，第二项是离子间排斥能，因此 t /( n ) 也表示了 NaCl 
晶体相对于独立离子的内能， r 。 是热平衡时最近邻离子间距，由 


dU ( r ) 

dr 


r 0 


N 

Y 


Me 2 + nB 


4« e 0 r 2 • r 




求得 



• 46 • 


固体物理及物理董测量 



Me 2 

^ ne 0 nB 


丄 

3 


把平衡间距 r 。 代入式，推导出 NaCl 晶体内能 


U(r 0 ) 




_ N 

~ T 


Me 2 


B 


I 4x€ 0 r 0 r 0 ♦ r ； 


2 


NMe 2 L 

8 财 0 r 0 


1 


丄 

n 


由于对 NaCl 晶体， 《 = 8,忽略了 10%的影响，则 


C7(r 0 ) 勿 一 


NMe 2 

8 兀 e 0 r 0 


对 NaCl 晶体, M=1.747 ， r 0 = : | = 2.8A=2.8Xl(r 1 °m.& Imol NaCl 晶体相对于独立 
离子的内能 


U(r Q ) 勿一 


2NMe 2 

8 财 0 r 0 


注意 N ^ 2N „ N 0 是阿伏伽德罗常数 

U(r s = _ 2 X 6. 02 X 10 23 X 1. 747 X (1> 602 X 10 19 ) 2 

8 X 3 -1416 X 8- 85 X 10 一 12 X 2. 8 X 10 一 10 


=- 8. 667 X 10 5 (J/mol) =- l. 07<kcal/mol) 

(2) 在实验上常采用玻恩-哈伯 (Bom-Haber) 循环过程来研究离子晶体的结合能及 
负离子的亲合能，对 NaCl 晶体，玻恩-哈伯循环过程的是下面 4 个过程： 


[NaCtj*^ 




•Na++Cl 




[Na 士 C !〕 






Y 穿 

Na +C1 


图 1.1. 28 玻恩-哈伯循环 

U) 使 NaCl 晶体分解成它的组成单元 (Na + 和 Cl - 离子），晶体吸收能董，这等于晶体 
结合能 C /。； 

( b ) Na + 过渡到气体状态，放出电离 能纪， a - 吸收能量4』，等于 C1 的电子的亲和 
能，而形成原子状态的 C 1; ' 


( c ) 气态 Na 放出升华热而升华，形成固态的金属 Na ， Cl 原子放出离解能 
而过渡到分子态 jci 2; 

( d ) 固体 Na 同气态 | C 1 2 相结合，放出生成热 Q 上而形成 NaCl 晶体 • 

所以，相对于单独的钠金属和氣气的内能，应等于从上面的得出的结合能表达式 I 。 
加上钠升华热，钠电离能和氣原子离解能，而减去氣的电子亲和能. 

L 1. 31实验上测得 NaCl 晶体的比重为 2.16 g / cm 3 , 弹性模量为 2. 41 X 10 I 2 N / m 2 , 
试求其结合能.（已知 NaCl 晶体结构的马德隆常数 M = l . 74 ?6， Na 和 C 〖 原子量分别为 
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在 r=r 。 处，对 ( 1 ) 式求出二次偏导 


把 


r 0 


d 2 U 

j ? 

Me 2 

Ane 0 nB 

d z U 

dr ^ r . 


N{ 2 Me 2 
Ane 0 rl 


(n + 1 )B 


Nl ZMe 2 
2 \ i ^ e 0 rl 


n{n + 1 )B 
r\ * rr 1 


代入 

2 Me z 
2 1 4 ne 0 rl 


(n + 1 )B • Me 2 

r\ J 


N Me 2 ro r , 


N Me 2 , ” 

=-r -- i(w — 1) 

2 Ane 0 rl 

把 (5)、(6) 式和 F C =A ^代入 (4) 式得出 


( 6 ) 


K 


(sifei 


2 


N Me 2 , 

• • ，— • t ^ — 


2 4 ne 0 rl 


(w — l)rlN 


▼ Me 2 
9 rt # 


(n — 1) 


所以 




1 + 


72 X 3.1416 X 8 . 85 X 10^ 12 X ( 2 . 82 X 10 一 10 ) 4 X 2 . 41 X 10 


10 


1 , 7476 X (L 602 X 1 CT 19 ) 2 


1 + 6 . 8 = 7 , 8 


( 7 ) 


故由 （ 2 ) 式得到 - 摩尔 NaCl 晶体结合能应为 ( 注意 , N= 2 N。) 


U 0 


2 N 0 Me 2 


2 4 财 or! 


1 


n) 


N Q Me 2 (_ 1 

4 ^eo^o \ n 


_ 6 . 02 X 10 23 X 1 . 7476 X ( 1,6 X l(T i9 ) 2 

4 X 3.1416 X 8 . 85 X 1 CT 12 X 2 . 82 X 10 一 10 

— 7 . 51 X 10 5 (J/mol) =— 179 * 3 (kcal/mol) 


X I — 


7.8 


同时也计算出每离子对间相互作用能 


E b 


Me 2 

47 te 0 r 0 


1- 

n 


b 7476 X CU 6 X 10 一 19 ) 2 


4 X 3.1416 X 8 . 85 X 1 (T 12 X L 82 X 10 


10 


X 


1 




7.8 


=— 1 . 24 X 10 — 13 (J) 

与实验 _ 1 . 27 X 10 ~ 18 J 相当接近 . 

1 * 1 * 32 若把离子晶体相互作用势能中泡利排斥项吾改用玻恩 —迈耶 表示式 

_Z. 

试求 KBr 晶体计算常数 > 1 和 />♦ 已知 KBr 晶格常数 a = 6 . 58 A ，结合能 U 0 = ~ 156 kcal/ 
mol ， 马德隆常数 M- 1 . 7476 . 

解 lmol KBr 晶体中 K+ ， Br 正负离子总数目为 2 N 0 (N 0 是阿伏伽德罗常数），其总 
相互作用势为 


U(r) =- N ( 


Me 2 

1 4 航 or 


Ae 
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平衡时最近邻两离子间距离 r 。 


• 58 


3. 29人，则其结合能 


U , 



Me 2 

4ne 0 r 0 


Ae 




( 1 ) 


平衡时有 


dC/ 

dr 


N 0 


r 0 


Me 2 

4 艽 e 0 r 5 


V ? 

P 


0 


得 


Me 2 

4 ire 0 rJ 


P 


移项得 


Ae 


r ji 


Me 2 ^ jO 

4^e 0 r 0 r 0 


( 2 ) 


把 ( 2 ) 式代入 a ) 式， 


U Q 



Me 2 

4 從0。 




Me 2 \ 
•㈣ 0 r 0 l 




- N 0 


Me 2 

4 Ke 0 r 0 


1 


_ A 

r 0 


于是 


1 


A 

roi 


4 ^ o^pU o 

~ N A!?’ 

4 X 3.1416 X 8.85 X 10 


3 


；<. 02 X W s X 


X 3> 29 X 1Q~ 10 X 156 X 10 3 X 4,186 
• 7476 X (1- 602 X 1(T W ) 2 


0. 8849 


故 


P= r 0 (l — 0. 8849) = 3- 29 X 10" 10 X 0.1151 


= 3. 79 X 10^ u (m) = 0. 379(A) 

把 (0=3. 79X10- n m = 0. 379A 代入 （ 2) 式， 

3 pMe z r i 
A = a a - ； e f 

4 兀 e 0 rg 

_ 3. 79 X 10~ n X 1. 7476 X (L 60210" 19 ) 2 

4 X 3 - 1416 X 8- 85 X 10 一 12 X (3, 29 X 10 一 10 ) 2 

= 8. 31510— 1 S ( J ) 

1. 1. 33 假设离子晶体中离子的总相互作用势能为 


g 0.379 


U(r) =— AT 


'Mel 


ZAe 


求晶体的压缩系数，其中 A # 为常数， Z 为配位数. 

解压缩系数£等于晶体体积弹性模量尺的倒数，即 

由本章题解 (1.1. 24)，计算弹性模量尺的表达式为 
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K 




dr 2 l r , 


( 1 ) 


因为晶体相邻离子间距离为 r, 所以晶体体积 

V = Nar 3 

这里《是与晶体的原子几何结构有关的系数，例如 NaCl 晶体结构是由正负离子各自构 
成的面心立方格子沿晶轴 平移+ 晶格常数套构而成， a = 而每小胞含有8个离子，所以 

晶体体积， #X(2r 3 )=iVr 3 ，a=：U 对于 CsCl 型晶体结构是由两个简立方格子沿立方空间 


对角线方向位移士的长度套构而成， 


VT 


r f 


而每晶胞含有2个离子，晶体体积为与 




^3" 


Nr % $ a 


4 


3 vT 9 


vy. 平衡情 况下: 

F 0 = Narl 


( 2 ) 


所以 


由平衡条件 


即 


而 


dV 


3 Narl 


r o 


dr \ 

dvl . 


ZNari 


dUir) 

dr 


N 


r 0 


Me 2 


ZX ^ 


A^ 0 rl p 


0 


Mpe 


4ne 0 Z?r\ 


d z U 

dr 1 


= N 

2Mpe 2 

ZX 

r 0 

_ 4 冗 e 0 r 含 

c 

p 」 


Me 2 
2 ne 0 rl l r 0 



其中应用6^ = ^^^，把(2)、(3)和(4)式代入(：1)式得 

_ _ —— 丄 

18V 0 ?teol 2p r 0 


(3Nar 2 0 ) 2 ' 2 
• Me 2 

-i 

r 0 


Me 2 


(3) 


(4) 


r 0 


ISaNrl ice 0 


丄 

r 0 


2 p 


~ lSV 0 ne 0 ^ 
所以离子晶体的压缩系数 



Me 2 I 1 


B 


K 


18 從 




1. 34 实验测量知 LiF 晶体的结合能为 f/ o =1017. 7kJ/mol， 最近邻离子间距 


r 0 - 
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2. 014\10- 10 111,试计算1^正的体弹性模量. 

解 LiF 晶体结构属 NaCi 型晶体结构，马德隆常数 M = l . 7476,由题解 1.1. 31中的 
(2) 式，知其结合能公式 



NMe 2 


4 穴 e 0 r 0 



同时在该题解 (7) 式子给出的表达式 



72冗 e 0 r 含 
Me 2 


K 


即 



72ite 0 rl ^ 


取 N ^ N 0 ( No 是阿伏伽德罗常数) 


\U 0 \ Me 2 n — I 

N 0 4ne 0 rl n 

代入”⑺一 1 表达式，整理推得 LiF 晶体体积弹性模童 



_1_ 

㈣ 為-齋) 


__1_ 

— 1C W9 ⑴ V ia-13^/ 6, 02 X 10 23 4 X 3. 1416 X 8> 85 X 10" 12 X (2. 014 X 1CT 10 ) 2 

18X(2.014X10 ) 1 1017.7 X10 3 1：7476 X (1. 602 X 10 一 19 ) 2 


= 7. 3813 X 10 lo ( N / m 2 ) 

1.1. 35估计将一固体压缩到它的正常密度《倍时所需的压强. 
解 由晶体弹性模量 


有 


两边积分 


得 



ap \ 
家 l T 


dP =- K 


dV 

Y 



尸 一 P© = — Kin 

y o 

Vo 是平衡时晶体体积，在自然平衡时，晶体受到大气压强的作用，但一个大气压强对晶体 
体积的变化董是非常小的，故可近似认为尸。= 0,所以 

P — — iiCln 


若将一固体压缩到其正常密度的《倍，则其体积将是原来体积的丄，即 
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V 1 

F 0 — a 

则 


P^-Kln^-=-K\n^^Klna 
通常固体体积弹性模量尺 = 10 1G Pa, 若 a=10, 则 


P = 1 X 10 10 lnlO = 2. 3 X 10 10 Pa = 2. 3 X 1 0 5 atm 
1. 1 36 已知 NaCl 晶体的体弹性模量为 2. 々XlC^Pa， 在 2 万大气压的压力作用下， 
晶体中相邻两离子间的距离将缩小百分之几？ latm = 10 5 Pa. 

解 由题解 1.1. 35得知，在压力 i> 作用下 NaCl 晶体体积将改变为 F， 它与原来平 
衡时体积V。的关系式 


尺是 NaCl 晶体的弹性模量 


P = - K\n 


V 


0 



r 是相邻两离子间距， r。 是平衡时间距，有 


故 



3 


所以 


y, 一 么 2!>Ct6^Xiffi 

_ = e 3JC — e 3X2.4XW 10 = o # 9726 

r 0 


= 1 - 9726 = 0. 0274 = 


2. 745^ 


1*1*37 KC1 晶体的周围受挤压，若使它的晶格常数缩小1%，它应受多大的 压强? 
该晶体密度 |0=2. Og/cm 3 , 马德隆常数 M=l. 75,w = 9. (KCI 分子量为 74. 54.) 

解 设在压强尸的作用下，晶体体积增加为 AF， 则晶体对外做功 

PAV AU 

式中是晶体体系总能量的增加，故压强 


故 



dU 

Jv 


&离子数为 N 的 KC1 晶体总相互作用势能 


U(r) 


Nl Me 2 B 

■ 一 I I ■ > I 

2 4 艽 e 0 r f 1 


dU dU dr 

%ltm • 1 1 . "> ■! ■ !■ 

3V dr dV 


在导出 P，# 之前，先由 KC1 晶体密度求出其晶格常数〜一个 KCI 晶胞体积为V，该晶 
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胞内一共有4个 KC 1 分子 ( K + 和 C 1— 离子各4个 ）,1 摩尔 KC 1 晶体74, 54 g ， 一个 KC 1 分 
子质量为 


74.54 


N 0 


No 是阿伏伽德罗常数，故晶体密度户为 



4 X 


74.54 

N q 


所以 


a = ( 


4 X 74. 54 
N 0 p 


( 


4 X 74. 54 


• 02 X 10 23 X 2 


平衡时 KC 1 晶体最近邻离子间距 r 0 


a 6,28 


6, 28 X l(T 8 (cm) = 6.28( A ) 


3-14 A - KC 1 晶体具有 NaCl 晶体 


结构，见题解 1. L 33推导,因此若最近邻两离子之间的距离为 r ， 则晶体体积 


故 


由平衡时 


得 


v = N ^ = N ( 2 r )! = Nr s 

o 8 


dv 

dr 


3Nr 2 


d^7 

dr 


r o 


N 

J 


Me 2 

47ce 0 r 2 


+ 


nB 


0 


r 0 


nB 


Me 2 


r3 +1 4?te 0 r§ 


所以 


nB _ Me 2 

rT x ~ 4 從 o 


dU 

dV 


dt/dr 

d^dV 


N 


Me 2 


nB 


4 财 0 r 2 1 t^ +1 j ZNr z 


6 r ( 


Me 2 

4 低 


o 


nB\ 

〆 一 】 


6^ 


Me 2 . Me 2 


4 财 0 丁 4K£ ( 


A 


r n 


一 l 


6r 4 47re 0 L 


1 + 


£o 




£o 


6rJ 47te 0 


1 


由题意 


a 0 


r _ 99 
r 0 _ 10G 


故 
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P 


Me 2 
-^ — • 


「 PP - ll 


4财 0 

、 r 1 

Li r 1 A J 


1 


1.75 X (1* 602 X 10— 19 ) 2 


X 


100 


4 


X 


100 


8 


— 1 


6 X (3-14 X 1 CT 10 ) 4 4 X 3 - 1416 X 8. 85 X 10一 12 ，、\ 99 

- 6. 033 X 10 8 ( N / m 2 ) = 6. 033 X 10 3 ( atm ) 

1.1. 38若 NaCl 离子晶体的马德隆常数 M = l . 75,晶格常数 a = 5. 64人，玻恩指数 
9,这时晶体四周受到引张而达稳定状态 ，问： 

(1) 离子间距增加多少？ 

(2) 负压强的理论值是多大？ 

解 （1) 由# 个正负离子组成的 NaCl 晶体总相互作用势能 


U(r) 


Nt Me 2 _ 

J\^r + 7 


( 1 ) 


r 是最近邻两离子间距， NaCl 晶体晶胞的三个轴边长为 2 r , 晶胞中一共有4个 Na + 和4 
个 a - 离子，故晶体体积 


V 


N 


X (2 r ) 3 = Nr z 


( 2 ) 


r 0 是平衡时最近邻两离子间距， 


由平衡时 


r 0 


a 

~2 = 

5-64 

義 

2 

dU 


-勾 

Me 2 

dr 

r o 

2 \ 

, 4 從 


2 . 82( A ) 


nB 1 


0 


得到 


丄 


r 0 


4^€ 0 nB 

~ lde l 

在负压强尸作用下，晶体体积增大了 AV , 则晶体对外做功而使内能增加了 AU ， 有 

PAV =- 6U 


于是 


P 


dU 

dV 


dUdr 
dr dV 


代入 (1)，（2) 式，得 


P 


N 


Me 2 { nB 

十 


Me 2 nB 


47ce 0 r z r n+l ) 3Nr 2 ~ 6 \ 4 兀 e〆 1 r n+i 

设晶体由于负压强作用而伸张，达到稳定时最近邻两离子间距增大到 rm ，由 


( 3 ) 


£P 

dV 


dP dr 
dr dV 


1 I 4Me 2 
6 l 4ne 0 r^ 


(n + 3)B 


1 


3Nri 


0 


得 


r m 


4^ re 0 n(n + 
AMe 2 
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(1) 晶体四周受到引张而达到稳定时，离子间距增加的比值 


n + 3\^ 




4^gpW.B j 一 

Me 2 ) ~ 


I 4n€ 0 nB\ A 


— A /7 r 


丄 
«—i 


Me 2 


n + 3| 
4 I 


38 - 


14.7% 


(4) 


(2) 把 


代入 (3) 式，求得故压强理论值为 
r 1( Me 2 . nB ) 


nB\ 


/ 6 ri 


Me 2 

4 ne 0 


nB 

^ T 1 


把 r m 


4 穴 e 0 n(n+3)5 、 》-i 


4Me 2 


代入上式 


Pm 


6 ri 


Me 2 

4 财 0 


4 ： Me z nB 
Afonin + 3)-6 


64 


Me 2 ' 

4^e 0 n 


4 

+ 3 


^ m 


Me 2 ( r 0 
6 X 4^ 0 ro \ r m 


w + 3 


由 (4) 式， 


r m — r 0 
r 0 


t%n 

r 0 


38 - 1 


rm 

r 0 


又代入 „ = 9 和 a = 2. 82 人，故负压强的理论值 


Me 2 tr o y( 4 
6 X 4 穴 1 r m l w + 3 


Me z I 丄 
6 X 47te 0 ri\J 


9 + 3 


- 1 


_1,75 X (1.602 X 10 一 19 ) 2 _ 

6X4X3.1416 X 8. 85 X 1(T 12 X (2. 82 X 10~ 10 ) 

4-1 X 10 9 (N/m 2 ) = 4-1 X 10 4 (atm) 


第三节晶格振动与晶体的热力学性质 


1* 1* 39 讨论双原子分子晶体如固态 H 2 的简正振动模式.晶体可以简单的用一维 
复式格子来模拟(如图 1.1. 2 9 所示），格点上的原子相同，质量为，相邻原子间距都一 



2»-2 2»-1 2» 2rH-l 2n+2 


图 1.1.29 
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样，等于 f ， 但最近邻原子相互作用恢复力系数却不一样，交错的等于 & = 10 c 和 = 

试求 ？ =0及布里渊区边界处如~)，并定性画出其色散 关系. 

解 表示第个原子的位移，其运动方程 


m 


~dF 


—工 2 n ) — (工 U 一 尤加-1) 


同理，第 (2 n + l ) 个原子运动方程 


d 2 X 


m 


2«+l 


dt 2 


卢1(工 


2»+2 


怎2«十 1) 一 - ^2 n ) 


设试探解 


工一‘[心务‘ 


代入上面两个运动方程，得 

— mo ^ Ae i(i 


1 一 〜沐{汝心(”锌卜]__ Ae K ^) 

— Pi Ue 咖 -⑷— 

朴士） a_M ] = A { j e i|>(n 十山-姑] — 5 e f W -*+2 )«-"*] I 

一 A{Be i[9( a U 一 ^gi<9«a—ft<) 


即 


[(A + 見）一 m^2A - (Ae _ifff + fi 2 e^W = 0 


— I + Ae + [(A + 爲） 一 ma^~]B = 0 
要使线性齐次方程解不为零 y 其系数行列式应等于零. 


(A + A ；) _ 


I 


( P -^ 2 + Ae '^) 


- ( Ae ^ + 

(A + 爲）一刪 


0 


解得 


，士 


⑻”： 士 ((A + ft) 士 [历 + fil + 2AAcosga]?} 


(1) 当9—0,由 （1) 式， 


i (q)^ 士 {(A + A)— [所 + 闲 + ZMt — MziqaYfz) 


(A + 爲) 2 


( qa ) 



ifii + Pz) — (A + A)[l — 
i{(A + A) — (A + 於 ) [1 — i H 加 ) 2 ]} 




a 2 H " 

2m A + fi 2 q 


( 1 ) 
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即 q+O 时,是弹性波色散关系 , w _( g ) 相应于声学波，另外 

畸 i((A + A ) + M + fi ! + 2 Mz - AA (^) 2 ] i } 




m 

士 {(A + A) + (A + A) 

2(A + A) 

m 


1 一了 




2 (A + 乳) 


2 


(qa) 


U 2 AA h 

2m ft + P z } q 

相应于光学支格波，代入 A = = 则 

<w- (g = 0) = 0 


2 


<o + (q = 0 ) 





2 (A + 乳) 
m 



m 


(2) 布里渊区边界，■，由 （1) 式 


<°± (^) = ^[(A + A ) 士 （A — A )] 

Trl 


所以 


Q =土 


7 T 

a ) 

<A -1 q =± -j 

a 


Mi 

m 

Mi 

m 


代入 仏=10£：，/3 2 =1<:，得 


q =士 


f )= v ¥ 



勿 + 分 = 士 


JL 

a 



2 A 

m 



20 £ 

m 


应用上面推导结果，定性画出图 1.1. 30 双原子分子晶体简正振动的色散关系 



M 



0 


图 1-1.30 


吾 
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注意，上面用等间距格点一维复式格子模拟双原子分子晶体，更合理模拟应当是一个 
原子与左右相邻两原子间距不一样，但从定性色散关系看到，色散关系与原子左右间距并 
没有直接的联系，这是因为简正模式格波仅与原子相互作用有关，而原子间距已经被恢复 
力系数所概括，还可证明，原子振动振幅也与原子离左右原子的距离差异无关. 

1. 1. 40 —理想二维晶体由质量为 m 的同种原子组成，各原子在晶格中的平衡位置 
为 i ^( ra ， 似），这里 r ， Fl ，2,3，“., iST , 原子偏离平衡位置的位移由(知，扣)表示，即 

R rs — (ra + x n ysa + y rs ) 

在简谐近似下，势能表示为 

y= S — XrsY + (^+1) — 3V 5 ) 2 ] 

打 ⑴ 

+ 為 2[(^ V ( s +1) —工《)2 + (3^+1>* — yrs')^ } 

在々2 = 0. Ui 情 况下： 

(1) 定出整个布里渊区的声子的普遍色散关系 

(2) 对于7=($，0)，0<$«£2，画出作为 g 的函数关系 • 

解 （1) 牛顿定律给出格点上原子的运动方程 

mR rs = — ^ rs y ( 2 ) 


其中 


V ^^~ri + y~r 

3 工打 3 y r5 


取行波解 


R n = 


式中 a 是振幅，有 

Rrs =— (0 Z R„ 

同时，在势能叠加式中取出仅含 &项 ，如 

々1 [(工 ( r + l >4 —尤打)2 + (工 rs - 

是 2[(:( r+lk — X rs ) Z + {X ri - 

把(3)、(4)式代入振动方程 (2) 式得 


工 ( r - 1 >) 2 ] 
工 Cr - l ) J 2 ] 


2ki(x ir+l)s + Xi r ^D s — Zx rs ) + 2k 2 (x r ^ s+V + X, ( 卜 !） 一 2x rs ) 


类似有 

— m<x> z y rs = 2 是 i( ： y <r+1) , + y(r~iy s — 2y rs ) + 2 是 2 ( ； VK r +i) + ^(,-n 

令穿= (g^>g y ') >-4= (A X rA y ) ，设方程解为 

[Xrs = A z ^ Uq ^ +g y s}a ^ 


2yrt) 


gi[ iq x r+Q y i>a^at} 


把 (7) 式分别代入 (5) 和 (6) 式，得到 


mco , 


2^!( e ^ + 一 2)x n + 2 ^ 2 (eV + e^V - 2) 名 


即 


⑴ 2= ~ cos(^a)] + 会 [1 — cosCg^)] 


(3) 

(4) 

(5) 

( 6 ) 

( 7 ) 
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式中 事实上，在％求解中，和， 仏能相 互替换，因此々2 = 0.认时，得到苘 
个声子色散关系 

co qi = Of 0 sin 2 | ^~j + 0. lsin 2 |^j ] 2 

(*> qz = <*>o sin 2 (^ + 0, lsin 2 (Y )] 2 

(2) 由题设和=芒，心=0,则 

<w ?1 = w 0 sin 

、 =«w 0 Vol 

f 取 0 到 j ， 画出 co qA -$ 函数图如图] • 31 所示， 



0 吾 


图 LI- 31 

1.1.41 考虑原子的二维正方形排列，晶格常数为 a ， 原子之间有相互作用，当位于 
(抑，>)的原子移至(抑+仏，>)时，它受到位于(抑士〜31。）的两个相邻原子的恢复力 
— 和位于(工。，>，士 《) 的两个相邻原子的恢复力一 C 2 Aa : ，假定 C2 < Cl . 

(1) 求沿 r 方向传播的声波的色散关系，并画出色 散图； 

(2) 在这两维晶体中声速是什么？ 

如果晶格中的一些原子被移走，产生空位，那么，对于平面声波平均恢复力减小，减小 
量正比于空位浓度.此外，每个空位将对入射声波产生散射，散射幅为 A / A (当 A 》 a )， 其 
中; I 是波长 M 是常数. 

(3) 当空位浓度为《时，求声波的衰减长度作为波长的函数的表达式(可保留一个常 
系数），假设各空位独立 散射； 

(4) 假设晶体中移走一个原子形成一个空位所需的能量为 e ， 声波衰减长度如何依赖 
于温度？ 
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(5) 在与 (4) 相同的假设下，声速如何依赖于温度？ 

解 ⑴取0。，3 ? 。)为原点，格点坐标(>^，^«) = 0^，》^)，设格点(0：1 1 ，0：„)原子的工方 
向位移为则这个位移相对于工轴上最近邻原子的相对位移是 


( 工工 !》,«*) "I - ( 工 n，m 工 n— 1，《) 

相应，相对于: V 轴上最近邻原子的相对位移是 


^4-1 „ 




2^n f m ^riftn+'l 

故位于坐标(: Cn , 〜)上的原子的运动方程 




d z x 


m 


n*m 


dt Z 


— Cx^2x 


n%m 


工》十1，《1 一 文 n 〜 l ， m) 一 （2(2 工 3 


十 1 工 》， n 〜 1) 


试探解 


代入原子运动方程 


X ntm 


故 


mo) z = ^(2 — — e_W) + c 2 (2 — eV — e—¥) 

= 2^[1 — cos^a)] + 2c 2 [1 — cos(q 2 a)] 


( 1 ) 


对于工方向上传播的声波，办=0,故其色散关系为 



色散图如图 1.1. 32,所以，这里 


O 



图 1,1_32 


(2) 晶体中声速为 


心 =V 


d U) , , 3 a). 


式中 i ，/ 分别为工❹方向单位矢量，代入色散关系，得 




V 


9 


0) 


^2 


CisinCg^ji + g 2 sin(<y 2 fl)i 


Vmc^l — cos(g!a)] + 撕 2 [1 — cos (g 2 a)J 






所以 
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_ c?sin 2 (g!a) + clsin z {q z a) _ 

mcx [\ — cos (仍 a )] + mc 2 [l — cos (^ 2 ^)] 


a 


mco 


Wclsin 2 (qia) + clsm z {q 2 a) 


( 2 ) 


推导中利用（1)式结果，細> 2=5=: 2^：1[1—(：03 (办 2 )]+ 2c 2 [ 1—cos ( qza )^ 

(3) 设声波强度为 /, 在它传播方向上的横截面积为 A 于是声波在它传播过一小段 
距离 cb : 上遭遇的空穴数应为 nSdx ^ n 是晶体中空位浓度.每一空位能散射任意方向的 


入射声波，所引起声波能量损失正比于 ( f ) 2 , 空位散射造成声波能量损失为 (~ d /)， 


(一 dI)S = cl 


i A 

T 


2 


nSdx 


其中 c 是比例常数，故 


J = / 0 exp[ — • a 


声波衰减长度定义为声波强度衰减了 ( e - 1 ) 因子所经过的距离，故 

，=忐 ⑶ 

(4) 空位浓度与绝对温度 T 的关系 


noce-J^f 

e 是空位激活能，如是玻尔兹曼因子，代入 (3) 式，得 


I 0C 


+ cce 旮 


(5) 由于恢复力减少正比于空位浓度，故晶体中存在《浓度空位时，其恢复力系数 

Cj = Ci(l — Bn) 


c z = 4(1 一 Bn) 

分别为完整晶体时恢复力常数, b 是比例常数，代入 ( 2 ) 式，声速 


v / 0：?) 2 (1 — ^n) 2 sin 2 ( gl a) + (4) 2 (1 - Bn)hxn z {q,a) 

g 2 V mc\{l — Bn)[l — cos(gja)] + mc^il — Bn)[l — cos(^)3 


oc -v 1 一 Bn oc 



—及 exp 


€ 


hT 


上式推导应用 noce -命 • 

1.1.42 考虑一个纵波 

x n = Acos{wt — qna) 

它在原子质量为饥，间距为《的单原子线型点阵中传播，若只考虑最近邻原子相互作用， 
其恢复力为卢 

a ) 求每个原子的时间平均总能量 | 

(2) 设一维晶体在熔点时的原子振动振幅是平衡状态原子间距的10%，证明熔 
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点附近原子的振动频率 


a ) 


10( 2k B T m 

a \ m 


解 （1) 第 n 个原子的动能为 


丄 


m 


§_£ n | 

dt I 


它与其右方一个原子之间的相互作用势能为 

— 工杆 I ) 2 

只考虑最近邻原子相互作用，故该波的总能量为 


E 


m 


s (^) + +卢 - 工” + i ) 2 


其中一个原子的时间平均动能为 


^ rfA m {^} 2dt 


m 




J^a> 2 i4 2 sin 3 (^ — qna)dt 


式中 r 是纵波传播周期， r = g . 利用 


丄 

T 




0 


sin 2 (a>t — <p)6t 


丄 


得 


(K) = ^mA 2 a> z 


而一个原子的时间平均势能为 






0 


丄 

2 


M 2 


T 


PiXn 一 JCn+0 Z dt 
•r 

[cos (wt 一 qan) 一 cos (⑽ 一 qna — ga)^] z dt 


o 


^ 2 ~ 4sin 2 f wt — qna — ^) sin 2 ^-dt 


2 M 2 sin 2 ^ 


T 


-T 

■ 4 


sin 2 m — 


2 \ 


qna 


2 


dit 


2M 2 sin 


2 


/3A 2 sin 2 ^ 

u 


利用一维单原子线 型点阵 的色散关系， 


得 


cosga ) 



sin 


2 


U 



4 


mAW 
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元=巧,表明原子振动时，其时间平均动能等于时间平均势能.于是每个原子的时间平均 
总能量为 

E = K + U = \mA 2 o) z + \mA z <i> 2 = \mA z a> z 

4 4 Z 

(2) 熔点时，原子的总能量 

E = ~^-mA 2 a / 2 = 吉 j 


而按能量均分定理，熔点时一维原子的平均能量为 hT m ，故 



= k B T m 


得到 



10 2 k B T m 
a m 




设原子质量 w =4.66 Xl ( T 23 g ，<2 = 5. 43 人， T W =142 CTC ， 计算熔点时原子振动频率 

10 ( 2 ^^ 

一 - 

a m } 


_ 10 ■ 2 X 1.381 X 10~ 23 X (1420 + 273)] i 

_ 5. 43 X 10~ 10 # 4. 66 X 10_ 23 X 10_ 3 I 

=1,85 X 10 13 ( Hz ) 

室温下，晶体原子热振动频率数量级约 10 12 Hz . 

1.1. 43 —种密度为^的材料具有面心立方晶格，立方边长为〜爱因斯坦温度为 
魄 ，对高温极限，即了 >@ E , 用和 0 E 以及其他必要物理常数表示出在 r 方向上的原 
子平均平方位移； I . 


解 对于面心立方晶格，原胞(只含一个原子)的体积为_，所以晶格的密度 


式中 m 为一个原子质量，即 



m = 


a 3 


( l ) 


在爱因斯坦模型中，晶体中各原子的振动可以看做是相互独立做简谐振动，而且角频 
率都一样，吨,爱因斯坦温度 0 E 定义为 


友吨= (2) 

由题解 1. L 42可知，做_的简谐振动原子的平均动能为 


2 


mo4 t \ 


它等于其总平均能量的一半，而根据量子力学的结果，角频 率为吨 谐振子的能量 
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所以 




« + 了充听 




n + jj 


n 


ma>E 


在温度7%谐振子根据玻尔兹曼分布律 e 


-("十士)祭 


分布在各本征态上，故 


rl 






>i®0 


oo 




-( —音)誃 


n 

mo >£ 


琴 w 

E 

»*=0 


ne 


-( n+ 士)該 


括号中第一项可以写成 


2 

n=0 


+ 


丄 


e 


+ i ) 穿 2 


(3) 




2 立 ^ 


a 


dX 


1 >垃 




d 


d ^ in 2^ 


d 


:ln 


e x 


5? n ll — 


1 


注意 X 


§ ，所以代入 (3> 式得 


rl 


n 


ma>E 


ie 5 - 


1 


丄 

2 


把 (1) 和 (2) 式代入上式，得 




% 


a % . k B S E 


P 


4方: 


1 


n 


& _ X 


+ 


丄 


e 


kB&za 3 p 




+ 


1 


2 


4 方 2 


k h & B a 3 p 


+ 丄 


e 


1 


在髙温极限下， g « i ， 又忽略零点能贡献，则 


T 


m l T 


F 、 4友 2 T _ 

x 〜 k B B E a 9 p * &E ~~ k B © la 3 p 


1.1.44 已知金刚石的爱因斯坦温度给 =1320 K ， 碳原子质量饥 =19,92 X 10_ 27 kg , 
晶格常数为 3. 57人. 

(1) 估算室温 ( 3 00 K ) 时，碳原子的方均根位移与原子间距比值； 

(2) 计算绝对温度下金刚石的单位体积零点振 动能. 

解爱因斯坦模型对晶格振动做了很简单的假设，认为晶格振动中各原子的振动都 
是相互独立的，所有原子都以相同的频率围绕平衡位置作简谐振动 • 若第 j 个原子位 
移 O 

r ; = rjcosco^ 
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-13 X 10— 24 (m 2 ) = 1.13 X 10— 4 ( A ) 


因为金刚石是由两个面心立方格子沿对角线方向位移 f 对角线长度后套抅而成的， 

畚 

所以两个最近邻碳原子距离是对角线长度的 +， 已知金刚石晶格常数为 a=3. 57 A ，所以 

d = ~^^~ a 〜 1. 55A 

所以，室温下碳原子的均方根位移与最近邻原子间距之比 


Vrf ^ Vl, 33 X 10— 4 
d — 1755 ' 


0. 69 X 10~ 2 


(2) 在绝对温度下，频率为 <^E 的格波的零点振动能为+知>£，晶体总共有 3 W 个格 


波，故晶体总的零点振动能应为 


E = 3A^ • 了治 


Nk h e E 


其单位体积零点振动能 


心=畢=音 


金刚石一个晶胞体积为其中包含8个碳原子 


V 

N 


则 


互。 = f 


3 




g 域 


12 


(3.57 X 1CT: 0 ) 3 


XI. 3807 X 10~ 23 X 1320 


= 4. 81 X 10HJM 1 ) = 1. 15 X 10 9 (cal/m 3 ) 

1*45 证明在长波近似下，一维单原子链的运动方程可化成弹性波运动方程，即 


d 2 U 

J ? 


V 


d 2 u 

d X 1 


解考虑晶格常数为 a 的一维单原子链.设原子间只存在恢复力相互作用，则第 
个原子的运动方程为 


d 2 u } 

d ? 




+ 声 


： n) 


P$n 


式中 A 是第/ > 个原子与第 》 个原子恢复力常数 ,多= :土 1, 土2,士 3, 又设试 探解. 


w 0 e i( 时 - 呼 °, u n+p = 


把试探解代入上述原子运动方程，得 


fipUp { e 圯铋 ■ +夕〉押]一 | 


— mw z = y^jgpCe"^ — 1) = y^[/3 p (e 

P b>0 


1) + A(e 5 ^ - 1)] 


SACe 

夕 >0 


»0 

+ e - 2) 
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2y^jfi P lcos (pqa) — 1 ] 


得到一维单原子链色散关系 


盖习 &[1 — COS (pqa)2 = ^ ； S^P 2si 


pa 


q 


对于长波， g — O , 则 


沪 >0 ' 




2 


q 


的^，是弹性波色散关系具有 ( L / T ) 2 量纲，令 

w =常量 

771 p>0 

式中 o 是波速.所以长波近似下，一维单原子链色散关系是 

w z = v z q 2 

固体弹性理论所说的宏观的质点运动，正是由晶体原子的整体运动所构成.从宏观 
上看，原子的位置可视为准连续，原子的分离坐标《«，可视为连续坐标 X ，而把试探解 


Mr = u Q e 


t(jac^nqa) 


改写成为 


w 0 e i( 鉍一 ㈣ 


( 1 ) 


上式对£二次偏导得 

d Z U 

J ? 

代入上面一维单原子链色散关系 


• a> 2 w 0 e i( 〜 x 〉 

幻 V ，有 


d 2 u 

J ? 


一 v z q 2 \ 


( 2 ) 


试探解 a ) 对 t 二次偏导，得 


d Z U 

Tx 2 


— Uoq z e 


一 一 


q 2 


把上式代入 (2) 式，得到 


d Z U 

J ? 


d Z U 

d X 2 


(3) 


这就是连续介质弹性波运动方程.它意味着这时晶体内的格波具有在连续介质内传播的 
弹性波的性质 • 其原因在于:这时格波的波长与格点的时 jg 相比要大的多，使得由离散的 
原子组成的晶体相当于连续介质. 


u{x) = Acos(qx — (ot) 

是波动方程 (3) 的一个简谐 波解. 

1. 1. 46考虑绝对零度下的^维振动晶格，原子的数密度为〃，质董是 m ， 利用德拜 
近似并假定所有声模具有相同速度& 

(1) 对于3=3,计算平均平方位移足； 

C 2) 对于3=1，计算足，并讨论它与实验的 关联； 
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( 3 ) 对于 1 ,计算平均应变 


dR 

d X 


广 


解德拜近似是把晶体看作各向同性的弹性介质，在假设所有声模(纵波与横波)具 
有相同速度 P 下，由波动方程，晶体中第 j 个原子偏离平衡位置的位移 o 表示(参见题解 
1 . 1 . 45 和 1 . 1 . 42 ) 为 


rj = r oj eos(qjx — <Ojt) 

式中， 叫是原 子振动角频率，巧是振幅,％是波矢，其平方平均位移 


( 1 ) 




丄 

T 




0 




其中 7 1 是原子振动周期， 7 *=^，利用+。 cos z ( qjx — cojt ) dt ^= Y >^ 


d - Uj 


( 2 ) 


它的时间平均动能 


€ 


丄 

T 


0 \ m D 出 = 争。 — <y/)ck 


同样，利用 


丄 

T 




0 


sin 2 (私 r — o>/)ck = v ， 上式变为 


丄 


$ 


丄 


mcojrlj 


把 ( 2 ) 式代入上式，则 


K J = ^ r)m(o) 


原子振动等于频率相同的量子谐振子，其总能量为卜 ++ j 治而振子的平均动能 


等于总能量的一半，即 


r) 


ma>| r! 


n + — 


7ia> 


« + T n< °j 


» + f I 方 

mo)j 


( 3 ) 


考虑绝对零度时 ， n = 故 


w 




N 


n 


2tno)j 




n 


2mN 



at 


( 4 ) 


式中 n 是晶体中原子数目. 
( l ) d = 3 , 由 （ 4 ) 式， 


R 2 


n 


2mNjo <a 

三维情况下晶体模式密度(参见题解 1 . 1 . 52 中 ( 1 ) 式) 


^ 丄 D ( o >) d<y 

>▲1 


m 、 3 F o > 1 

Di<o) 〜 7 
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式中^是弹性波声速性， V是晶体体积，是晶体中原子密度，代入上面尹表达式 


及 2 


n 


2 mnV^ 


、丄 

0 co 2n 2 v z 


znv 


4mnVn 2 v 3 J 


， 

a>d(o 


o 


3 友 


SmmtV 


< 4 > 




3H<op 


(2) d=l ， 由 (4) 式 


炉 = 丄 DOOdcw 


2mN. 


O) 


(5) 


一维情况下 


L 


D ( a>)deo = — ♦ 2 • dg 


即 




弹性波色散关系 w=t^， 故 


D (&> 


L 

V ^£, 1 • 


7T V 


把上式代入 (5) 式，注意 nL—N 

石7 充 

aV ™ ▲ • 


丄 4 
ZmnL } •> oj nv 


r 


dco 


n 


o 


T，mnv 


ln^lo^ 


—维平方平均位移系计箅结果发歡，看似是积分下限^=0引起的，在物理上 0,-0 
相应于晶体原子集合成一刚体从 2) 式中3 = 0,而不是与成正比，因此，从实验上测定 

一 维晶体 P 并不会无穷大，而是一个有限值. 

(3) 由 （1) 式 


in 

d X 


qjrljsin^qjx — (Ojt) 


则第）个原子对时间平方平均值 


IS'/ = T 


0 


q z jrljsin z (qjx — 


利用+。如 2 (幻工一呼油二含，故 


in) 

d XI 


丄 


& Z 0 j 


( 6 ) 


根据原子振动平均动能等于其总能量的一半，参见题解1, 1. 42中 (2) 式，有 


丄 


m<o)rlj 


n + -r 7 iw , 


在绝对零度时,《 = 0,故 


r h 


n 


2 ma> 


代入 (6) 式 
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2 m<Oj \ mv z 


对一维晶格所有原子求平均 

my = iy -^Pd^.cu 

I dxl N 今 Amv 2 ANmv 2 ]o 
应用•丄，又 iV = wL ， 代入上式，则 

it V 

ldR \ 2 K n> L 1 , nai 

1. 1. 47 考虑每'格点具有一个质量为 m 的原子的二维平方晶格，仅计及最近邻原子 


之间的相互作用，力常数为 A 设声子色散关系曲线是 


< o q = 

(1) 在长波极限下，求声子态密度 D ( oO ，即单位频率间隔 < k > 中的点阵振动的模式 

(2) 在髙温极限下 ObT »? TaO , 求一个原子偏离其平衡位置的平均平方位移. 

解 （1) 在长波极限下，9—0,有 



“ V 5( sin (?) 卜々叫 ⑴ 

式中 woc ^， 是弹性波色散关系 • 设二维晶格面积为则声子态密度 DU ) 为 

D ⑻如 = 邊产响 

即 

由⑴式 


即 

故模式密度 



dco 



D (< o ) 


S do 


2 n 




Smco 

ZTta 2 ^ 


(2) 设二维晶格子原子偏离平衡位置的平方平均位移为则其平均势能为 f 
若原子数目为 AT ， 则总的平均势能等于 
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U = N •七 


它应当等于晶格总能量的一半. 

在高温极限下⑸，二维原子晶体总能量 


Jo 


代入 DCo ；) 


Sm<o 

Zna ^ 


以及角频率为 0 的平均声子数 


n{co) 


K» 

— 1 


则 


E 


•% 


7 i<o 


1 


Sm<o , fico Smw 


A(o 


0 


J • 


^ _ 1 2^a 2 ^ w J 。Zw 2na z j3 

1 k^r 


d<o 


Smk B T 
2 ^ a z p _ 


D 


wdti ) 


o 


SmkzTo^ 
4 似 2 卢 


德拜频率可由下式求得 


0 


D(<o)dco = 2N 


代入 D(o>) 表达式，即 


,<u d Smco 


dco = 2N 


o 


求式子左边积分, 


、 Smco 

o 2 ^a z 0 


dco 


Sm 
2«a 2 /?J 


Sma % 


> - w . 


由 


Smw ^ 

4 穴 a 2 /? 


2N 


即 4 


f， 把她代入 (2) 式, 




E 


Smk^T 2N 


iTta z fi Sm 


2Nk t T 


iita 2 p 


由 U =+ E ， 有 


N • ^p7 z = Nk B T 


则二维晶格原子的平方平均位移 


2 k^T 

~r 


1. L48 一维单原子链晶格振动的总能量,讨论声子准动量句和它的不同含义 . 


( 2 ) 
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解设由#个相同原子组成的一维晶格，其晶格常数为心在相邻原子简谐作用下， 
第《个原子的运动方程 


m 


d 2 x n 

dt 2 


多（工 ”+1 + 一 2x n ) (n = 1 ， 2,… ， W) 


式中#称恢复力常数. 

在简谐力作用下，原子围绕平衡位置做振幅为 a , 角频率为 M 的简谐振动 

: n = Ae Uqna -^ 

式中表示第 n 个原子振动的位相因子，则第 n 个原子动量 


mxi 


icomAe 


一维晶格原子振动的总动量 


w-i 


P 


i 娜 Ae 一 1 城 及 


( 1 ) 




利用周期性边界条件 


2 n 

Na 


I ， 


0, 士 1, 士 2 


由等比级数求和公式，（1)式中累加项 


n-i 

n=0 


iqna 


1 一 1 — e 


i 2 nl 


1 — e 


tqa 


N 


1 


— e i2 4 


( 2 ) 


从上式看出，当 Z 参 0( 即9关0)，分子为零，则; S e iffna = 0, 由 （1) 式给出的晶格振动总能量 




P — 0. 


而 Z = 0, 即当 q = 0 时， （2) 式分子与分母趋于零，故需利用少幂级数展开式 


卜1 + ^ + 1^丄以 


1 ! 1 21 


3! 


并只取一级，则 


N 


^ e xqna 


1 - 


MrU 


1 — e i2 4 


1 - (1 + i2nl) 


N 


1 — 丨 1 + i2n 及 

于是由 a ) 式给出的一维晶格振动总能量 

P = — ictmAe~ ia *N — — ieo ( Nm ) Ae~ iat (3) 

式中 ( Nm ) 是一维晶格原子的总质量，因此上式给出的动量，正是整个一维原子链所作的 
由下式给出的振动的动量 


x(t) = Ae~ m 

这里工 (0 表示整个一维原子链的位移，其动量 

P — ―― iw(Nm)Ae~ tti * 

上式即由 （3) 式给出的动量.所以 g = 0 表明原子链所有原子的运动位相完全一致，具有 

相同的位移，总动量这种模式代表晶体作为整体的均匀平移，而这种平移 
带有物理动董. 

而 1^0 也即当 q 判 时，由 （1) 式给出的一维原子链晶格振动总动量 P = 0, 表明晶格 
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振动不会引起晶体动量的改变，它不存在物理学量.不过在讨论声子与电子、光子相互作 
用时,我们往往给声子引入动量匈，来表达相互作用动量守恒 . ％不是物理动量，常称％ 
为声子准动量.之所以它不是物理动量，是因为声子并不携带物理动量. 

1. 149中子衍射可用于测量晶体中某种激发的出和々的关系，为了描述这种方法， 
假设晶体的对称性是已知的，写出衍射的能量、动量守恒式.指出必须测量什么参数以确 
定和々的关系. 


解设中子质量为 M ， 入射中子束的动量为/?=欲，散射后的动量为 〆 =放 ' .则 
能量守恒式为 


动量守恒式为 


n 2 k 2 

2M 


n 2 k ，2 

— 2M 


士 


( 1 ) 


%k = Kk ( 士 Hq — M} ( 2 ) 

式中， G 为任一倒格矢 w 为此过程中产生 (+ ) 的或被吸收(一）的声子 波矢. 

在实验中必须测出在各个方向上散射中子与入射中子的能量差，作为散射方向 it — 
Y 的函数，从而利用 （1) 式和 (2) 式来确定如和 A 的关系. 

1.1. SO 具有简立方结构的晶体，原子间距为 2 A ，由于晶体中非简谐作用的存在， 
一个沿[1，0,0]方向传播的波矢为 l . SXlC ^ nr 1 的声子同另一个波矢大小相等，但沿[1， 
1，0]方向传播的声子相互作用，合并成第三个声子，试求新形成的第三个声子的 波矢. 

解简立方晶体的原胞基矢 

«1 = 2 X 10 _lo im 
^ a z = 2 X 10 — 10 加 
a 3 = 2 X 10 -10 Am 

这里分别是三个坐标轴方向上的单位向量.相应的倒格子基矢分别为 

b x = itX 10 10 i = 3. 14 X 10 10 im- 1 


b z = nX 10 10 j = 3.14 X lO^nT 1 
b 3 = KX 10 io 為 = 3.14 X 10 lo k m -】 

倒袼子点阵亦是简立方，倒格常数等于 3. UXIO - 1 。!!!- 1 ， 倒格子基矢 b ” b ” b z 方向分别是 
三个坐标轴 方向. 

沿 [1 ，0,0]方向传播的声子波矢 

% 

= 1.3 X 10 10 *.m- 1 

而沿 [ U 1，0]方向传播的声子波矢 

♦ • 

qz = ^ X 1, 3 X 10 10 0 + /)m 一 1 

当苘个声子相互作用而形成第三个声子时，不仅要服从能量守恒，还要求满足波矢守 
恒，即相互作用前后声子总波矢相等，所以第三个声子波矢 

93= qi + qz 

= 1.3 X 10 10 i + 0. 92 X 10 lo i + 0. 92 X 10 10 y 
= 2. 22 X 10 lo i + 0. 92 X 10 10 y 
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合并而成的第三个声子办，在巧平面上.但倒格子空间原点在沿 z 方向至第一布里渊边 
界距离为 

■i- — = 1-57 X lO^m- 1 < 2* 22 X lO 1 。!^ 1 

2 a 

因此，办落在第一布里渊区之外，由于晶格振动的波矢 g 具有周期性，波矢？+仏(仏是倒 
格矢董)的晶格振动状态与波矢0的振动状态完全一样，取 Ga =— 仏=— 3.14 x 104 m - 1 ， 则 

tf 3 = qi qz G h = 2. 22 X 10 10 i + 0. 92 X 10 10 jr - 3.14 X 10 10 i 
- 0. 92 X 10 10 i + 0. 92 X lO 10 / 

=-X 1. 3 X 10 10 f + X 1. 3 X 10 1( 7(m 一 】） 

所以三声子过程产生的第三个声子波矢方向是在[了，1，0]，其大小仍为 LSXlC ^ m - 1 ， 处 
于第一布里渊区内. 

用准动量守恒来表示声子间的这种相互作用，一般式子是 

+ = nq 3 + HG h 

对于仏 = 0,表明在碰撞过程中声子动量没有发生变化，但却改变了动量的分布，称正规 
过程或 N 过程，对于仏乒0的情况，称为翻转过程或 t / 过程，如本题结果，在翻转过程中， 
声子的动量发生很大的变化，从而破坏了热流方向，所以 U 过程是晶体产生热阻的原因. 

1.1.51 光受透明固体的散射可以看成是光量子与声子相互作用过程的结果 • 试利 
用能量和动量守恒定律证明，由于散射而偏转了 0角的光束必定包含这样的成分,其波长 
相对于入射光移动了 


厶又=士 


2nv 6 

— vsm Y 


式中 〃 为物质的折射率为固体中的声速， c 为真空中的光速. 

解设入射光波矢为知，经与波矢为 g 的声子碰撞后，发生散射，散射光波矢为々，由 
如图 1. 1. 33,声子与光子相互作用的动量守恒定律，得声子波矢 


1?| = 2| Aolsin 


e 



设声子波长为 y 






kl = 2| I sin 


e 


2 s sin 


6 


_o 


式中 A 。 是入射光波长，相应声子角频率 W 为 
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a / 


2穴/^ = ttv = 4 ^sin 


A ; 


同理，波矢 为心和 A 的光子分别相应以下的角频率 


如 0 = 2 芄/。 


丄 
A 0 n 


f i 


(O 


2 穴 / 


2?r c 


n 



( 2 ) 

(3) 


光子与声子相互作用遵循能量守恒定律， 

K<o 一 Kto 0 =i 7i(o f 

把(1)、（2)和 （3) 式代入上式 

^ 2it c c 丄 t j • B 1 

7t ―、 - 一 71 —、 -= 士友 • 4^vsin — -p 

a n / 0 n 2 Ao 


得出 


L _ X =± 2 m , X sin 

X Aq c Aq 


A — A 。一 士赵 ^ Asin 4 


c 


1. 1. 52 在三维晶体中，利用德拜 模型： 

a) 证明高温时， o 〜邮 范围内声子总数目与温度: r 成正 比； 

(2) 证明甚低温下，0 〜卿 范围内声子总数目与温度 T 3 成正比; 


(3) 若已知一面心立方单原子晶体的晶格常数 a = 5 人，横向弹性波速仍 = 3. 54 X 
10 5 cm / S ， 纵向弹性波速度功 = 4. 92 X 10 5 C m / S ， 试计算其德拜温度. 

解德拜模型是把晶体视为一连续介质，晶格振动的所有格波都是弹性波，在三维晶 
体中只存在三支弹性波，即一支纵波，两支横波，它们的色散关系 


如 (9) = ViQ 

/ = 1，纵向弹性波，£=2,3,横向弹性波，由色散关系知道 

d<o(g) 

dq =Vi 

晶格振动理论表明，波矢空间一个 ？ 点，总有一个 W 与之对应，而给定一组就 
代表原子的一种振动形式，称之为振动模式.由于边界条件，波矢并不任意，根据周期性 
边界条件，允许的？值在波矢空间形成均匀分布的点子 • 在三维情况下，其分布密度，或 
模式密度为 


V 

(2 兀 ) 3 


V 是晶体体积.一维和二维情况下空间的模式密度分别为轰，^和分别为一 

维，二维晶体的长度和面积 • 设 DO ) 为模式密度,则三维情况下，在 
两个等频面之间的振动模式数为 


D(a))dco = 


V 

(27C) 
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式中 d % 为两等频面之间在波矢《空间所占的体积，由于波的传播速度与波的传播方向？ 
无关，在《空间等频面是球面，选用球坐标，则 


0 k 

sin$d$d^q 2 dq = 4^tq z dq 


故 


Di(co) 


V 


4 nq 


2 


V 4ng 2 


(2n) 3 ^ dco t (g) 

d 殳 

因此,在德拜模型中，三维晶体的振动模式密度 


( 2«) 3 Vi 


2^ vf 


3 


D(a>) — ^D t -(co) 


V 


一 + 


2穴 2 U 


v] 


令，则 


DO ) 


3F 


2 … 3 
P 


W v 


( 1 ) 


声子服从玻尔兹曼分布，频率为格波的声子数 


n{a>) 



( 2 ) 


1 


故声子总数目 W 为 


N — j n(o>)£)(tt))d<y 

Jo 


把 a ) 和 ( 2 ) 式代入上式 




3 F 


< o 2 


2^pjo 


da; 


♦ 


1 


3 F 


2 n 2 vl 



n 2 


k ^ r 2 


d 


Ho ) 

k^r 


0 


方 2 


k B r 


(e 


参― 


1) 


n 


k B T 


SVkjT 3 

2n 2 ?i z vl} 




2 


0 


k^T { , ( 7i(t) 

dl ^T 


1 



令 


x 


7 i<o 

k^T 


，且知 0 D =^ D ,0 D 称德拜溫度，有 



k B T 


@D 

T 


三维晶体的声子总数目 


N 


3VkjT 
2 k 2 E 3 < 


A 


r x 


o e 戈 一 1 




(3) 


(1) 高温时，^?—0，/〜1+：*：，故(3)式变为 
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N 


ZVkjT 
2kWJ 


A 


xdx 


WHT 3 ®b 3 VkiS \ 


2 n 2 7 i z vl 2 T Z in z 7 i z vl 


T 


所以高温时，晶体声子数与温度了成正比 
(2) 甚低温下， $— oo , 于是由 （3) 式 


N 


3VkjT s 

2n 2 7i z vl] 


dx 


3VHT 3 1 ^ 
2 n 2 K z vl 1 


o e x — 1 

r n — 

因此在甚低温下，晶体中声子数与 T 3 成正比. 
(3) 由德拜溫度定义，德拜温度 0 D 应为 


•oo \ 

x^^dx 

SVki 

f ~ 0 

y 4 

, 0 ) 

2^ 2 7i z vl 



T 3 


@D 

因此先求德拜频率鄉.在德拜模型中规定 

C % 


5^0 


D ( co)dco = 3 iV 

N 是面心立方单原子晶体原子数目 ，(3 A 0 是它的自由度，把模式密度公式 (1) 式代入上式 

37 < o z 


0 


2 it 2 v \ 


d<o — SN 


有 


1 3 V ^4 
3 2k 2 v\ 


3 N 


则 




( 6 W 

1 V 


% 


对面心立方晶体，一个晶胞有 4 个原子，故 


N 

V 


4 


把 


1 1 


v 


p 




与上式 一 起代入吻表达式，则 




§7^ N ) 

V 


丄 


-3 




3- 


a 


i + 5 


^ t^ x(9?c2)3X 

4. 737 X 10 13 ( Hz ) 


l 4. 92 3 X 10 


Ts + 


. 54 3 X 10 


所以 


®D 


^ 1.055 X 10~ 34 


X 4. 737 X 10 


362(K) 


1-38 X 1 CT 23 

1. b S 3 非金属结晶固体的热传导需要一种使声子分布趋于热平衡的机制. 

(1) 说 明:仍 +仍=仍型的三声子碰撞过程不能建立热 平衡； 

(2) 描述建立热平衡过程的形式， 

解设波矢为 qi , q z 的两个声子发生碰撞而转变成波矢为 g 3 的声子，三声子过程为 
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准动量守恒关系为 


qi + 9z 


殳 3 

殳 3 + G 

G 为倒格矢.这两种三声子碰撞过程如图 1.1. 34( a ) 、 ( b ) 所示. 


第一布里渊区 



正常雌 

⑻ 


第一布里渊区 



⑻ 


图 M.34 

前一过程称为正常过程，而后一过程表明 q l 9 q z 碰撞过程中所产生的任何更长的波 
矢必须加一倒格矢 G 折回到第一布里渊区(因为所有有物理意义的波矢都在第一布里渊 
区).这一过程称为倒逆过程. 

(1) 对于仍 +办=办型三声子碰撞过程，表明在碰撞前后声子系统的总动量不变，这 
意 味着热流密度不受碰撞影响，因此不能建立热平衡，即不会有热阻，热导率为无穷大. 

(2) 对于 qi + q 2 = q 3 + G 型三声子碰撞过程，由于 G 的引入，将改变声子系统的总动 
董，并在经过一定的驰豫时间后，达到热平衡状态，正是这种过程，才能建立热阻. 

1.1. 54考虑由两种不同原子(质量分别为 M 和 m ) 所构成的一维复式格子，相邻同 
种原子间距离为相互作用恢复力常数 为义设 M » m ， 求晶格热容量，并讨论高低温极 
限情况. 

解一维复式格子如图 1. 1. 35所示. 


列出原子运动方程 



O - • -0— • — o 

2n-l 2fH-] 2n+2 

图 1.1.35 


泔 — 々■十 1 =芦（工2"+2 + 工加— 2 X U+1 ) 

^ 生 f》 +? = 彳(工2«+3 + 尤 2n+l — 2工 2a+2 ) 


试探解 

尤2杆1 = Ae E9<2tt+l)a - wl 
私 +2 =丑 e [?(2 B + 洳- 球] 

把试探解代入运动方程，得 

— mw 2 A = /3(e^ + e_ iqa )B — 2pA 



即 


一 Mw 2 B =卢 (e ㈣ M — 2 阳 


(2 芦一 mo> 2 )A — (Zficosqa)B = 
— (2fico&qa)A + (2fi — Mo> 2 )B 
若 A , B 有异于零的解，则其系数行列式必须等于零，即 


2p — rnco 2 一 t^cosqa 

— 2ficosqa 2/3 — Moo 2 


由此解得 


(w + M) ± [m 2 + Af 2 + 2mMcos(2ga)] 


故 


{(W + M) + [m 2 + M 2 + 2mM{\ — 2 sin 2 g< 2 )]i} 

K(m + M) + (m + M)[l- (^^sinV]'} 


由题设， AO > m ， 则 


(m + M) + [m 2 + M 2 + 2wM(l — 2sin 2 ga)]i} 


mM K • / U n "r 丁 a 

+ M)[]. + 「1 — ■■—TT, 


(m + M) 


sin^a 


^(^ + M)[l + l--i 

2 沒 / 丄 s . x r i mh 

(饥 + 从） L 1 — (W + M)2 


^mM 

(m + M) 


sin^ga 


sin 2 ❾ 



1 - gsinV 


21 


a ) 


^^{(m + M) — [m 2 H~ M 2 + 2mAf(l — 2sin 2 ga)]i} 

+ M >[ l -1 + | (7 W 4 + M )2 sin V . 

+ M ) ":乂 f 2 sin 2 ga 

mM 、 (m + M ) 2 H 


f 


sin 2 qa 


(1) 光学支的色散关系，由 （1) 式 





( 2 ) 


表明所有光学支的振动频率皆为 
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正中爱因斯坦假设，可应用爱因斯坦模型计算光学支对晶格热容量的贡献.频率为如的 
格波声子数目为 

1 


feu 

- 1 


设一维复式格子原胞数目为光学支相应有 iV 个频率为叫的格波，故整个一维晶格的 
热振动能 


E 


NTIcoq 

^0 

e * B T — 1 


则比热等于 




3 E 

3 T 


N 7 i < o 0 


(e^-l 


Nk B 


H ( Q 0 

k^r 


加 0 


e 


H 

*b t — 1 


令 则 


a = Nk h 


@ e ' 2 

^ T 


e 


e 




1 


(2) 声学支的色散关系为 


a^=r 故; 


M 


sin u qa 


声学支则过渡为一维单原子链的振动，为 g 的偶函数，其最高频率是布里渊区边界 g 
#处格波频率，令 


( Oq 



则声学支色散关系为 


声学支最小格波频率是 q = 0 处， w =0. 

D(<w-)dw_— — 

根据声学支色散关系 (3) 式， 


2^ 


= co 0 1 sinqa \ 

用 DO -) 表示声学支模式密度，有 

^ 1 N 2 a ^ t 2 Na , 

2dg = • 2dq = —~dq 


(3) 


2 艽 


TZ 


d ( o ^ 

dg 


(o 0 a Icos^a | = 0)^(1 — sin 1 qa)z = (J 0 a 


1 


I 


把 & 



代入上式， 


d ( o ^ 

dg 


( o 0 a 


1 - T 7 




a(<o 0 2 — eol) 




第一章固体物理 


• 81 • 


令则声学支频率模式密度 


1 


兀如 k a «z 一 ^ 


)i 


1 


2N 


71 {(Oq 一 QjL)2 


频率为0的格波声子数目为 


JSSL 

e * B T — 1 


故整个一维晶格声学支格波振动的热振动能 


£ ’ =1> 
其对一维晶格热容量的贡献 


7ia)D((o)d(o 


U 


zN n<o 


do) 


0 丌 


(^0 


)2 e # 5 - 


1 


Cv 


dE { 

ST 




po 21 

Jo ^ 


2N Ha) 


Hw 

k ^ F 2 


e *0 T d<y 


f 2 


( co 6 


) 音 (e^-l) 


2 


"o 2N( n<o \ 

0 TC l 


2 




1 


e 眷 


CO 0 


1 - 

f 4) 2 l 


l 如 o / 」 


(e^-l) 


2 


dco 


2Nk B 


7 ico 

k^r 


Js. 


0 


所以，一维晶格热容董为 


Cy = Cy ^ Cy 


職 (争) 


1 60 、 

2 - 

1 — ~r 

L l a> 0 

1 

m 

2b 


1 e T 


[£e 

T 1 

\ e T 一 1 

j 




2 


d<o 


2Nk B po 

na> 0 Jo 


友 o>、 2 

k^r 




- \ (O 0 I . 


2 


do> 


(3 ) 高温极限情况下 


= Nk 名 



2 


e 


- i ) 


Nk 


B 



2 


1 + 争 - l 


Nk 


B 


Cy 


ZNks 
^0 J 


%<o 

k^r 




0 


1 


w 

< o 0 


( e ^ 




d<o 


2Nk B 




d !~ 
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2 Nk 


(1 一 P) 


dx 


令：1，利用 


7 C 


a - x z ) 2 


dx=jM 


c -^2 Nh ^ = Nk] 


7 T 


所以在髙温极限下，一维复式格子热容量 

Cv = + Cy 

(4) 低温极限情形下 


2Nk h 


= Nk 



e 


r 




B 



2 


e 


e 


e 






z 


而 


fico 


2 


Cy 


令尸告，有 


Cv 


2Nk^ | 

r^o 

\k B TI 

e 4 

naiQ J 

0 - 

1 

— (Y 



4 

\ <OqI 

_ 

2Nk b 

，旧 一 °° 1 

TUo ) 3 

V# f d 

n 


o l 

^bT 2 ] 

2Nk B k B T r-, 

= k 购 




d<o 


k B T 


土 k^T 

K 方 


推导中， 


Nk B Q 


y e ^ d >；=2 .所以低温极限下，一维复式格子热容量 

c v = cv Cy Nk B Q T + A /知 含 J + 


4 k B T \ 
n W 0 / 


1.1. ss 石墨具有层状晶体结构，不同层的碳原子之间的相互作用比同层碳原子之 
间的相互作用弱得多，实验上发现，低温下其比热正比于 T 2 , 如何用德拜理论给予解释？ 
解 德拜理论给出二维晶格的模式密度 DO ) 与 W 成正比(参见题解 1. 1, 47)，如果 
层状结构晶体中层间相互作用很弱，则 £»( w ) 可近似的看作由各原子层的态密度的迭加， 
因此层状晶体的仍可认为是与 m 成正比，即 


D(o>) = Aq ) 


不过 £>( w ) 应满足条件 


^°D(,et>)d(o = 3A^ 


由此求得 


A 



因此总能童£为 
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E 


%03 


to 

e 卷 


D(<o)d<o — A 


1 


e 争 一 1 


do; 


故比热 cv 为 




V 


k^r 
n 



T 


x z e x 


Ak B \^\ I (e :J 1)2 dx 


其中 01) = 71(00/ kB^X 


当: r 《© D 时，有 


.争 


x 3 e a 


( e ，一 1) 


；dx 


a : z e x 


( e "~ 1) 


常数 


故 


Cv 


oc T 2 


由此可见,对于层间相互作用很弱的三维晶体，其低温比热是与: T 2 成正比，而不 是与了 
成正比. 

1.1. 56低温下，固体比热和温度： T 3 成正比，称德拜定律 

l2^Nk B ( T 

现已知温度 T = 100 K 时金刚石的热容 cv = 7. 2X10~ 2 cal/mol • K ， 求金刚石的零点振动 

能. 


解令以=队(阿伏伽德罗常数），由德拜定律 


&D 


f 12^ R 

5 ^v 


T 


12 X 3.1416 4 X 8,314 \ 3 
U. 186 X 5 X 7. 2 X 1(T 2 


100 = 1861K 


因为: T =100 K«@d = 1816 K ， 所以可以利用 100 K 下金刚石热容量数据来求其零点振动 
能，金刚石零点振动能私 


E 0 


Li 


( 1 ) 


吻是德拜模型中最高角频率， £)( a 0 是模式密度，对三维晶体 


D(<o)da> = 3 X 


V 


(2n) 3 


X inq 2 dq 


式中 F 是晶体体积，在各向同性介质中弹性波色散关系 


(0 




%是弹性波波速..故 


D(co)d<o 




3X^X4^^ 
(2ic) 3 v\ v p 


3 W 

2^vl 




( 2 ) 


设晶体中有 N 个原子，每个原子有 3 个自由度，因此晶体有 (3iSO 个正则频率，故 


D(eo)dco 




9 

% 


吒 3V<o 2 
o 2 « z ^p 


do) 


Vc4 

2n 2 vl 


3N 


有 




( 3 ) 
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令德拜温度 ® D 为 




(4) 


把 ( 2 ) 式代入 a ) 式，金刚石零点振动能 


Eo 


0 2 2n 2 vl 


snv 1 4 

兩 •！： •邮 


，七 


a> 3 da> 


0 


= 

一 4苁 2 #」 

snv 1 3 

两 • 邮•邮 


利用 (3) 式和 (4) 式， 


丑 0 


ZV 1 Sn 2 N 


An 2 vl 4 V 


Vp ♦ TiiOo = 


1 摩尔金刚石的零点振动能 


E 0 


jN 0 k B e D -音财 D 


8 


X 8. 314 X 1861 = 17419 - 74 j/mol = 4. 2 kcal/mol 


1. L 57 用德拜模型计算一个一维单原子点阵在温度小于德拜温度执>=泊印/知^时 
的热容，其中^是声速， a 是晶格常数, fe 是玻尔兹曼常数. 

解对一维单原子点阵，模式密度为 


DC < o ) 


7 tV 


点阵内能 


£ 


na > 

) e 3^ _ 


d<o 


1 


其中，邮由下式 确定： 


，％ L 


• 

o 7W 

可得 

0>0 = 

itNv 

L 

由此得 

dE 

Cv ~3 T - 

Nk B 


N 


1W 一 是 b 好 D 

T = n 


T 

0 o \ 


x 2 ^ x 


0 (e x - l) 2 


当 7 X «9 D 时, oo . 由此得 


» 

% 




x 2 e x 


o (e"- l) 2 


da : 


，oo 




Cy 


%\ 7 . T 
T 職巧 


0 (e"- 1) 
nklNa 


ZHv 


T 


推导中代入 B ^7 iiiv / k ^ a ^ 


1*1-58 Cl ) 体积一定时，单原子分子气体每摩尔比热是 什么? 
(2) 双原子分子气体每摩尔比热是什么？ 
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(3) 单原子结晶固体的比热是什么？ 

解若将气体看成是理想晶体，在温度为 了时, 每摩尔气体的内能为 

• $ 

jNk B T = jRT 

式中“为分子的自由度 ; i ? = A^ B = 2 Ca l/mol • K ， 为气体普适 常数. 故每摩尔定容比热 

Cv = ilr) v = J R 

(1) 对单原子分子气体所以 

3 D 

Cv = J R 

(2) 对双原子分子气体*_ = 5， 


Cv 




故若把单原子和双原子分子气体，近似视为理想气体，则它们的摩尔比热均与温度无关. 

(3) 应用德拜模型_考虑一摩尔单原子晶体，它具有体积 V 并包含有常数阿伏伽 
德罗常数)个原子.由于有3#个正则振动模，故在角频率范围内的模式数为 


D (( o)dco 


3Va> 2 da) 
2k V 


其中 r 是晶体声速，其德拜频率(最大频率) 


f 6W 


v 


固体中振动频率为 w 的平均能量为 


%0) 


e * B r 


1 


所以一摩尔单原子晶体的平均能量为 


E 




J 彳 



細 N 1 zvn 



dco 


1 


7i<o 


令，则单位摩尔固体比热 


Cv 


dU \ = 3作 

BTlv ~ 2 «VJ 


吻 m 


0 


V 7 


.3 


n<o i 

( e ^ — 1) 2 


d 如 


3V 


2nV 充 3 


3 VA b I k B T 
2 n 2 \ %v 


kiT 






0 


Keo 


JSSL 

eV 


d 


7i<o 


關 ( e ^_ 1 )nhT 


*r 4 e 


( e "- 1) 


dx 


引入德拜温度 
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'm 


是 B 


并利用 （1) 式得出 t ； 




6n 2 N 


代人 (3) 式，则晶体比热 


Cy 






x 4 e 


X 


0 


(e 工一 l ) 2 


dx 


在高温时， t »® d ，^«£ ，在整个积分范围内: c 为小量，因此表达式中被积函数可 


化简为 


e x x A 


x 


4 


W — 1) 


e 2 — e 


号) 


X 4 X 

-^ - 


X + 


x 

24 


1 + 


12 




故〜表达式中积分项 


• 1 

JO 


争 〆 e 


X 


% 




(e 怎 一 1) 


x 


do: 


2 


o ^(l~-Idx 


I) 


3 


1 -元 


ir: 


所以，髙温下三维晶体比热 


Cy = 9Nk 洛 




3Nk B 


1 




刼争 r] 


忽略小量(争) 2 ,则 


V 


3Nk B 


即在髙温下三维固体比热与温度无关. 


在低温时，很大，取为 oo , 则1摩尔单原子晶体的平均能童表示式 (2) 为 


E 


zvn 

2 ?tVJ 


^0 

ft% 


0 

7^ 




-1 


svn 

2 nV ] 




k B T 


0 


n 


k B T 


( e ^- l ) 


n 

k^r 


3VkjT 4 

2nV7i z j 


»oo 


x 3 dx 


o e a — 1 


由德拜频率〜表示式 (1) 得到 


V 


6n 2 Nv 3 


把上式代入晶体内能表达式, 



图 1.1. 36 

(2) 德拜温度： r D 与德拜频邮率的 关系； 

(3) 如果低频下声速为 5 X 10 5 cm / s ， 求 a > D 的近 似值. 

解 （1) 参见 (1. L 58) 题解中在德拜近似下三维固体比热的求解结果，高温下 

3々 B ， 低温下 cv = 23 Ub ( ' 画出如图 1. L 37所示的三维固体热容量/每原子与温度的 

关系。 
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E= 9Nk B - • 「 4 ^ 

Oio> m y Jo e x — 


a: 3 dx 


9Nk B 


T A 穴 4 

^*15 


疒 oo 

推导中利用 j 。 


I _X *1 v 

e 一 1 

所以低温下单位摩尔 

cv z 


E 

i rr 15 


(i)v = 9 ^ BX4 X i x S 

J ) 3 = 234^b(£) 


3 


cc r 3 


得知低温下固体比热与温度 T 3 成 正比. 

1.1. 59 电介质固体的声学性质支配着其热力学性质及其他性质，如光电导. 
石是由碳组成的单原子电介质固体，具有 10 21 个原子 /cm 2 . 

(1) 在图 1.1. 36中粗略的画出它的热容量/每原子与温度的关系； 


金刚 




(3) 三维情况下模式密度为 




• 88 • 


固体物理及物理量测量 


由 


D(co ) == 


3 V of 
2 tt 2 v 3 


^ D ( a ^) da > = 37^ 
Jo 

可得 



将 n —10 27 m^ 3 ,t ； = 5X10 3 m/s 代入后，得 


JL 

3 

V = 


(6^ t 2 n )3 t ； 


<WD = 1-95 X 10 13 s 一 1 

11 60 实验测得铁在时，热容 cf ^-0. 054卡 /mol • K ， 在: T 2 = 30 K 时， 
cv ) = 0. 1 Seal/mol • K ， 求铁的德拜温度. 

解根据德拜晶格热容量理论，低温下晶体比热 


Cv = 

但在低温下,晶体电子对热容量贡献不可忽视，其贡献大小与溫度成正比，所以实验测得 
的晶体热容量除晶体原子热容量外还应当加上电子热运动的贡献，即 


!2 K 4 Nk B i T 

& D ) 


3 


bT z 


( 1 ) 


由题意 


Cv ^ a T + bT z 



= aT x + bT\ 
= aT z + bT\ 


[(3)父乃]一[(2以了 2 ]得 

h = 4 2) T l — n = 0. 18 X 20 — 0, 054 X 30 _ 1. 98 
一 TlTi - T\T Z ~ ~ 30 3 X 20 - 20 3 X 30 = 30~^00 4 

令(阿伏伽德罗常数），由 （1) 式得 


@0 


12^ R 
5 b 


1 


12 X 3.1416 4 X 8- 134 


5 X 1, 98 
3 X 10 5 


X 4. 186 


丄 


413( K ) 


161 


简短地描述晶态绝缘体的热导机制，固体、绝缘体(以及气 体等) 的热导率可 


以写成 = 其中， c 是单位体积热容， p 是速度，/是平均自由程.对一室温下典型的 
晶体，从物理合理性上考虑，给出这些参数的估 计值. 

解当固体中存在有温度梯度时，高温端激发起的晶格振动具有较多的振动模式和 
较大的振动幅度，亦即激发起较多的声子，当这些格波传至晶体的另一端，将使那里的晶 
格振动趋于同样多的振动模式和幅度,即声子在晶格中传播而把热量从固体的一端传至 
另一端.由于晶格振动的非线性，声子间存在着相互作用，当它们从一端移向另一端时，相 
互间会发生碰撞，也会与晶格中的缺陷发生碰撞，而声子间的碰撞过程可以是三声子碰撞 
正常过程，也可以是三声子碰撞倒逆过程，但对热导起主要作用的则是倒逆过程，正是这 
种过程才使声子分布趋于热 平衡. 因此热导率公式中的平均自由程应是声子间倒逆碰撞 
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过程的平均自由程. 

对室温下 NaCl 晶体，典型值为 cv 〜 25 J/mol • Ka =6 X 10 4 m / s,Z = 2. 3 X 10— 9 m ， 摩 
尔体积 r =27 Xl ( T 6 m 3 , 代入热导率公式可得 々=35 W/m • K • 

1.1.62 (1) 写出固体热导率的定义和公式； 

(2) 指出传导热流的元激发； 

(3) 画出金属热导率与温度关系的曲线 | 

(4) 指出在低温和髙温情况下热导率对温度的依赖关系，并描述在这两个区间的主 
要物理过程. 


解 （1) 固体热导率的定义为单位温度梯度所引起的能流密度 Q ， 即 Q =— 是&中 
的系数^非金属固体中，热量是由声子传送的，热导率的表示式为 


k = ~cvl 

%J 


其中， C 为固体的热容 S 为声子的平均速度，/为声子的平均自由程； 

(2) 对于非金属传导热流的元激发为声子 | 

(3) 对于金属，其热导率通常由晶格热导率也（由声子贡献)及电子热 导率‘ （由自由 


电子贡献)两部分所组成， SP 

k — 

= +总 

其中 

L = 

1 

= yC a ^ a / a 


K = 

=如及4 


K 

K 


以典型值代入后得 

K 

t 

^ icr 2 


因此，对典型金属热导率主要是由自由电子贡献，即 


k ^ k. 


丄 


CfXfJ> x 


n 2 Nki 


3 mv e 


hT 


这里已应用了费米-狄拉克统计结果 




n 2 NkjT 

mvl 


而 / e 依赖于电子-声子散射过程，所以 


4〜 一 

打 ph 

式中，〜 h 为温度为 T 时的单位体积平均声子数* 

( a ) 在髙温区(参见题解 1.1. 50) 

w ph oc 7% 则4 oc 了 
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所以6 =常数，与温度无关. 

( b ) 在低温区(参见题解 1.1* 50) 

«phCcT 3 ,/ e ccT' 3 , 

所以 々ocr 一 2 . 

( O 在极低温区，声子数很少，主要是杂质 

对自由电子的散射 ，“喊与 T 无关, iV , 是晶体 

中杂质浓度4与 T 1 无关，所以由此可画 

出金属热导率与温度的关系曲线如图 1.1.38 
曰1_ 1_ 38 所示. 

1-1- 63试讨论绝缘晶体的热传导系数与温度的关系. 

解表示绝缘固体热导率系数 A 的公式为 

k = \c v v ~l 

o 

式中作是晶体的晶格热运动比热 5 是声子平均速度, J 是声子的平均自 由程. 但声子的 

平均速度与温度没有明显关系，所以与温度间的变化关系主要取决于~与 z 随温度的 
变化. 

( l ) c ^ 与温度变化的关系 • 

髙温下 



Cy — 3Nk 

cv 与温度无关，一摩尔固体 Cv =3 及，即杜隆-祐蒂 定律. 低温下 


cv-J^Nk B (^ 


ocT 3 


即著名的德拜 T 3 规律. 

(2) 声子平均自由与温度关系 

声子平均自由程 Z 大小决定于声子间的碰撞次数，所以 Z 应与平均声子数^成正比， 
参见题解 (1.1. 52). 髙温下 

n oc T 


低温下 

于是绝缘体热导率与温度关系 

( a ) 髙温下 

热导率与温 度了成 正比. 

( b ) 低温下 


n ccT " 3 


In Cvl aT 


kozcvl ^ T 3 T ^ 3 oc T ° 


热导率与温度无关.事实上到极低温度，声子数极少，谈不上声子间碰撞，理论上声子平 
均自由程/无限大，々也应无限大，但实际晶体中存在杂质缺陷而引起声子散射，但这与 
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F(V 9 T) = U(V) + k h T^ 


9 




^; + ln(l — e" W ) 


若认为 叫 并令#为晶体的自由度, F 为晶体体积，则 


F(V 9 T) =U(V) +Nk E T 


nw +ln(l-e- W 


-2k B T 



其中， W ) 是： T = OK 时晶体的内能. 

(3) 由于非线性振动，当体积改变时#也随着改变，因此晶体的状态方程为 


P 




1£ 

dV 


T 


m 


N 


T 




e 


_ w* B r 


3 co 

dV 


由于 IT 。— yA = — y ir ， 所以 37 


yf ， 式中 


y 


dnce> 

I^v 


称为格林艾森常数，如 J 


p 


( 




( 1 ) 


其中 


E = N 


1 fr I 細 

T + e ^ T - l / 


是频率为〜的格波的振动能量. 


由于热膨胀是在不加压下，由晶格热振动而引起的，因此可 以令/ > = 0,由 （1) 式可 


得到 


dU V E 
• =: / — 

dV v 


dU 


将7在静止晶格体积 F 。 附近作泰勒展开，保留至 A 7 项， 


917 = dU 

Jv = Tv 


v. 


d z U 

dV 2 > 






d 2 U 

dV 2 


AV 


0 


由于静止晶格的体弹性模量为 


K 



d 2 U 

dV z 




所以 


dV ==K ^ = y v 


即 





( 2 ) 

(4) 将 (2) 式两端对: T 求微商，并考虑到 f 对 T 的变化远大于 V ■对： T 的变化，即 

a 1 


dV 

» H ；， 得到 
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由体膨胀系数的定义 


所以 


1 a ( A 7 ) _ 7 dE 7 
y 0 dT ~ KVdT = KV Cv 

_ 丄 fiZl 
V 0 \ dT) P 


KV 

由上式可看出，如果晶体作严格的线性振动，则 0 = 0 ,即不会有热膨胀现象发生，由 
于 y 表示了热膨胀的大小，也就是反映了晶格振动的非线性. 

1 * 1 * 65 质童为和 M _ 的正负离子等间距(距离为 a ) 排列成一维晶格，近邻两离 
子间的相互作用势为 


u(r) 




e z b n ^ 1 



式中 e 为电子电荷巧及 6 为常数 ，求： 

( 1 ) 采用德拜模型，求晶格德拜温度； 

( 2 ) 计算晶格的格林艾森参数. 

解先求一维晶格振动的色散关系，在简谐近似下，计算得相邻原子间相互作用的恢 
复力常数沒 




I d 2 u(r) 


而在平衡位置 r = a ， M ( r ) 应取极小值 

du ( r ) 
dr 

4 一 

所以代入 ( 1 ) 式，得恢复力常数戸 


2 e z x e 2 (n + l)b n 


( 1 ) 


2 


e l b n 


n+l 


0 


/?= (n - 1 W 3 

在近邻离子恢复力作用下，离子作围绕平衡位置振动，如图 1 . 1 . 41 ，写出正负离子的运动 
方程 


M + 



= 工 Zn+Z + 工 2n — 工2«+1) 

= ^(^2«+3 + 尤2«十 1 一 工2«+2) 


( 2 ) 



© ~ © ——0 - ©—© ~ © —— ©— 

2n-2 2«-1 2n 2t&\ 2n^2 


图 l . i .41 

这里用心”，尤 2 神 2 ’…表示正离子位移，而用丈 2 ” +1 ， <3 ： 2 „ +3 ，...,表示负离子位移，如1. 1 . 5 4题 

的运动方程求解，令 M _= m ， iV / + = M , 得方程 ( 2 ) 解为 
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M^~M- ^ + M-) — C^++ ML4- 2 M + M- cos(2ga)]2} 


[ 卜 ( 卜 ㈣ P 


( 3 ) 




(n — l)e 2 厶 


1 + (1 十 |fsin 2 ^j 


式中应用 a==l 及 


M = M + + 


丄 

M 


mI + mZ 


a) 在德拜模型中 
0,由方程 (3) 


维晶格中传播的是弹性波，而且只有一支.在长波近似下，即 


'1 


(n — l ) e 2 b 


-( 1 - X _ 


Qt — l)e z b^ 3 




2 ]= 


所以 


仞 —（9) 




Q)CCg， 是弹性波，令 




2(n — l)e 2 


%是弹性波波速，则一维晶格声学支色散关系为 


從一 (q) = v p q 


设一维晶格模式密度为 Dk) 


D ( co)dco = • 2 dq 


由 （4) 式 


dco 


所以模式密度 


D (< o ) - • 2 •丄=— 

2rc v p 7tv p 


式中 w 为一维格子原胞数目，应用德拜模型假设 




(4) 


( 5 ) 


D (( o)dco = 2 N 


o 


2W 是一维格子总自由度，代入 (5) 式 


2 Na 


2 Na 


- -da;= — 

0 7tV p ItV 


2 N 


所以 
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nv. 


n /2(n - l)e z 

b V Mb 


(2) 根据格林艾森参数的定义，对一维格子 

一 dlnL 


7 


L 是一维格子长度,是声学波出-，1_=2是光学波 

din 叫 dln<o { 


7 




dlnL 


- (2Na) 


din (2 竭 


din 叫 

di2Na) 


dlnwj 

da 


根据周期性边界条件 ^ 取离散值, 

2 ^r 


9 


2n, 

T l= 2Na ‘， 


/ = 0, 土 1，士 2, 


把 g 值代入 ， w + 表示式 (3) ，有 


M. 


^ 1 (M++ M_) — M++ M1+ 2M+ M- cos . 

■ JV 」 


丄 




M 


( M++D + 


A/++ ML+ 2M+ M- cos 


2 kT 

IT . 


1 


对方程 (7) 两边取对数，求微分得 



21 ⑽ + = In/? 


代入 (6) 式，格林艾森参数 


7 


a 


dinw 

da 


a d0 
2P da 


应用 a ) 得 


y 


a 

( d 3 w(r) \ 

1 

• d 2 w(r)| 

J 

i dr 3 j 

r 雄 al 

i dr 2 j 


显然，由于(學 


( 6 ) 


(7) 


b ^(4~3n-n 2 ) 打 + 在 

2 (n — l)e 2 b~ 3 — 2 

#0 ，即离子间相互作用存在非简谐项，才有格林艾森参数 


第四节晶体缺陷及其运动 


1*1^6 (1) 证明热平衡时，晶体中弗仑克尔缺陷的数目 n 的表达式 


n 




其中 W 为晶体中原子的总数， W 为晶体中的间隙位置总数， M 代表将一个原子从正常格 
点位移到一个间隙位置而产生的一个弗仑克尔缺陷所需的能量； 

(2) 在简单晶格中可以假设间隙位置总数与晶体原子总数(格点总数)近似相等，又 
一个弗仑克尔缺陷形成能 W == leV ， 那么要使晶体中有千分之一的原子变成间隙原子需要 
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多高的温度？ 

解 （1) 由于所以可以认为填隙原子和空位彼此相距了足够大的距 
离,因此从 W 个原子取出 w 个 ( l 《《《 isr ) 原子而形成《个空位的可能有的方式数为 


w r 


N \ 


(N 一 n ) Ini 


这 《 个原子排列到个间隙位置上形成填隙原子时可能有的方式数为 

, N,l 


( N f - n)ln 


故晶体中形成 n 个弗仑克尔缺陷带来的微观状态总数为 


Win ) = W f W ff 


N \ N f \ 


(N — n)l(N f — n)ln\n\ 

与此同时，可以认为存在有弗仑克尔缺陷的晶体的能量比理想晶格髙出 

AU ( n ) = nu 

所以晶体中由弗仑克尔缺陷而产生的配分函数为 

2 - 

注意上式中随”增加迅速减小，但是 WU ) 随 n 增加却迅速増大，因此 
WinW ^) 函数必然有一个很尖锐的极大值，相应于这个〃的极值的分布是最可几分 
布，表明这时体系处于平衡状态，由斯特令公式 , lrur ! = x \ nx~x (当： c 是大数时） 

ln { u 7 ( n ) e '^ }=lnWM _ n 合 

— N\nN + N ^ nN 1 — Znlnn — (iV — n ) ln(N — n ) 


(2 y ! — n ) ln ( N l — n ) — n 


u 


hT 


由极值条件 


o = = — 2 lnn + ln(N — n ) + \ n ( N f — n )— 


u 


k B J 


得 


__ 

(N 一 n ) ( N f 一 n ) 



* b 7 


n = V(N - n )( N •— nW^ r 


缺陷浓度不太髙时，，则 




得证. 


(2) 填隙原子浓度 


n = Ne ^ 


则 


T 


u 


1- 602 X 10_ 19 


2 k h ln ( N / n ) _ 2 X 1- 381 X 1 CT 23 lnl ( T 3 


840( K ) 
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1.1.67 (1) 在离子晶体中，由于电中性的要求，肖特基缺陷都是成对地产生，令 n 
代表正负离子空位的对数，丑是产生一对肖特基缺陷所需要的能量, W 为整个离子晶体 
中正负离子对的数目，试证明 


n = Ne 

(2) 肖特基缺陷是晶体内部的原子(离子)跑到晶体表面上，而使原来的位置变为空 
位缺陷，因此肖特基缺陷将引起晶体体积增大，试由上述结论估计离子晶体中有肖特基缺 
陷时其体积相对变化 AWF . 

<3)设 NaCl 只有肖特基缺陷，在 80( TC 时用 X 射线衍射测定 NaCl 的离子间隙，由此 
确定的质量密度计算得的分子量为 58. 430,而用化学方法测定得分子量为 58. 454,试计 
算在 80 CTC 时缺陷的相对浓度以及正负离子空位对的形成能 • 

解 （2) 肖特基缺陷是一种热缺陷，它们是由于晶体中的热涨落现象自然产生的，其 
平衡浓度的数值可以由热力学统计物理方法的研究其平衡过程得到，在较低的压力 P 
和一定的温度下，热力学过程态函数自由能 

F = U -TS 

式中的 U 是内能， S 是熵，因此肖特基缺陷在形成过程中晶体自由能 f 发生变化 

AF = AU ~ ms 

其过程的热平衡条件为 


3AF 

d n 



首先，计算产生 n 个正负离子空位对引起晶体内能改变 

AJ7 = nu 


( 1 ) 


同时，体系的微观状态数目也发生变化 


TT 是在#个离子格点中形成 w 个负离子空位的可能方式数 


W 1 


Nl 


(JV — n)]n| 


而是从 W 个正离子中 取出” 个正离子形成《个正离子空位的可能方式数 


W ,f 


Nl 


(N — n)}n\ 
所以肖特基缺陷出现引起的晶体体系熵的改变 


A5 = k^lnW = 2k^ln 


Nl 


(N — n)lni 


故晶体自由能的改变为 


AF = nu 一 2ksT\n 


N\ 


CN 一 n) \n\ 


代入热平衡条件 a ) 式，并利用斯特令公式(当是个很大的 数时) 

dln(xj) 


d^: 


Inx 


得出 
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^, "11 N 一 TI 

u = 2k^T\n - 

n 

即 

n = {N — n)e a s r 

因为《<<#，所以 

n = Ne 


(2) 设 NaCl 晶体中一个 NaCl 分子所占体积为 r ；， 则当 产生〃 对正负离子空位时，由 
于 w 对正负离子对跑到了晶体表面,晶体体积的增加量为 

AV = nv 


而无肖特基缺陷时，晶体体积 
故 

代入上面结，得 


V =^.Nv 

△V _ nv 一 n 

'V = N^ = N 




( 2 ) 


( 3 ) 用 X 射线测量得的原子间距是 NaCl 晶体实际的原子间距，设 X 射线测得 NaCl 
离子间距为则其晶体的晶格常数为 2^,NaCI 晶体一个晶胞包含 4 个 NaCl 分子，一个 
NaCl 分子所占体积为 


4 

这时，如果又在 80 CTC 下测得晶体总质量为 M ， 体积(是含有肖特基缺陷时候的体积)为 
由此，确定的 NaCl 晶体密度户与 NaCl 分子量 ‘ 有如下 关系： 


即 



nl _ 

M N 0 


V - 2d 3 


m 〜 M N 。•浓 

式中 N 。 是阿佛伽德罗常数，而用化学方法测得的分子量 m 是 NaCl 的真实分子量，那么 
相应于用 NaCl 晶体密度来换算时， NaCl 晶体总质量为 M ， 但是其所占体积应该是无肖 
特基缺陷时候的体积即 NaCl 分子真实分子量应该有以下表 达式： 

2d 3 MN 0 


由题设， 


m 


m 



2 b z MNg 

Vo — 58, 454 
Zb z MN, _ 58. 430 
~ V ~ 
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即 


Z 二 58, 454 
Vo ^ 58. 430 


得到 


1 + 


AV = 58,454 
Vo = 58. 430 


利用上面 (2) 式结果 


△V n 58. 454 
V7 = JV = 58 - 430 


4-1 x i<r 4 


所以在 80( TC 时， NaCl 晶体中肖特基缺陷的相对浓度 


n 

N 


• 1 X 10 


同样，根据上面 (2) 式的结果，求得 NaCl 晶体正负离子空位形成能 


2k B T • 1 In 畀 


2 X 8. 615 X 10 


5 


X(_ + 273)Xln(^^j 


= 1. 17 ( eV ) 

1.1.68 单晶硅晶袼常數 a 4295 A ， 密度 2. 3306 X 10 3 kg , nT 3 , 当掺入 
0.314% 硼后，晶格常数减少了 0.0046 人，密度却增加了 1* 54kg ♦ m- 3 , 掺杂硼前后均在 
T==2 983K 下进行，试用这些数据判断掺入的玀在硅中是间隙式或替位式杂质 • （硼 原子 

量 10. 811 ，硅原子量 28. 086.) 

解设掺杂在硅单晶中的硼杂质均匀分布，因此可以选取 ( 1><10 S 个 晶胞) 大小的晶 
体部分来分别简化计算 一 硼取间嗥式或替位式所引起晶体密度的变化(晶胞的大小可 
以任意，不会影响结果），取更接近测量值的计算结果来判断硼在硅中是间式隙式还是替 

位式杂质. 

根据测量，掺硼后，硅的密度和晶格常数分别是 _ 

〆= (2, 3306 + 0. 00 1 54) X 10 3 kg • m™ 3 = 2. 33214 X 10 3 kg • m— 3 
o! = (5.4295 — 0.0046) 人 = 5. 4249 人 

硅是金刚石结构 , 一个晶胞包含有 8 个硅原子 ,1X10 S 个晶胞一共有 8X10 5 个硅原 

子，现在掺入 0. 3 U % 硼，该晶胞中有硼原子 

8 X 10 5 X 0. 314% = 2512 个 

先假设硼原子在硅中取填隙式位置，晶胞同的密度 


Pi 


M 

V 

8 X 10 5 X 


28> 086 X 10 
6. 022 X 10 J 


3 


10*811 X 10 一 


+ 2. 512 X 10 X 0；022 X 10 2 * 


1 X 10 5 X (5. 4249 X 10— 10 ) 3 

X 28.086 X 1(T 3 + 2*512 X 10 3 X 10.811 X 10 
10 s X «• 4249 X 10" 10 ) 3 X 6^022 X 10 23 
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22468.8 + 27.157 
159. 6523116 X 6. 022 X 1(T 2 

22495- 957 
961. 4262205 X 10~ 2 


= 2339. 852661 
= 2. 33985 X 10 3 (kg • m— 3 ) 

而当硼原子是替位式杂质时，则晶胞团中有 2512 个硼原子，有 8X 10 5 — 2512 = 
7. 97488X10 5 个硅原子,晶胞团密度是 



797488 X 


28. 086 X 10~ 3 , 10.811 X 10 一 3 

6. 022 X 10 23 十 X 6. 022 X 10 23 
I X 10 5 X (5.4249 X 10— 10 ) 3 


= 797488 X 28- 086 X 10 一 3 + 2512 X 10. 811 X 10~ 3 
_ ~I X 10 s X (5. 4249 X 10~^) 3 X 6. 022 X 10 23 

_ 22398. 24797 + 27.157 _ 0 oooc1 ^ _ 3 ' 

— 159. 6523116 X 6. 022 - 2. 33251 (kg • m ) 

可以看出 />； = 2.33251X 10 3 kg. m -3 比 />;=2.33985X10 3 kg • m_ 3 更加接近实际测量值 
3321 4X10 3 kg- m_ 3 , 所以硼在硅中是替位式 杂质. 

1. 1，69在由 W 个原子组成的单原子简单立方晶侓中,考虑处于热平衡的空位形成 
的点缺陷. 

(1) 若晶体的温度为: T ， 产生一个空位所需要的能量为《，写出热平衡时这种缺陷的 
数目 n ， Oi《Nh 

(2) 现在考虑晶格振动(即声子)对结果的影响，即把每个原子看作是独立的振子，对 

于一个给定的原子，视其周围有无一个空位来选择不同的频率 ^ /和，此时，缺陷的数目 
n 应做何修正？ 

(3) 两个频率中哪一个大？ 

解 

(1) 从 W 个原子中取出 n 个原子而 形成” 个空位的可能方式数为 

W = —- 

(N — n )\ n \ 

这是由于晶体中产生缺陷所引起的微观状态数的增加，故位形熵的改变为 

AS = k^lnW 

而产生”个空位使得晶体内能增加为 


= nu 

故产生《个空位使得晶体体系自由能改变是 

么 F = nu ~ k^TlnW = nu — k^T\n 

热平衡时，空位点缺陷数由下列条件 决定： 


{N — n)\n\ 


3LF 

d n 


0 


利用斯特令公式， Inx ! - x \ nx ~ x { x 是很大的数)，并且 注意# , a 都是很大的数，但 





可以得到 


N 


u - k^Tln — = 0 

n 


所以热平衡时空位点缺陷数目是 


n = 

(2) 下面考虑声子对结果的影响. 

由 1.1. 64题解，频率为 o * 的声子对晶体自由能的贡献 

[蟲 +ln(i - e -^)]=^Tln^ 

其中? ^«々 B r ， 所以，在没有空位缺陷，共有#个原子的晶体中，由于晶格振动状态总数 
目为 3 W , 而每个原子又独立以频率 w 振动，故晶体原子振动对晶体自由能贡献为 

3 Nk B Tln 吾 

而在单原子简单立方晶体中，当晶体存在”个空位时，每一个空位附近有6个原子振动频 
率为^，它们对体系自由能的贡献 


3 X 6 X nk^Tln 


o /\ q /\ jik^i in = ISnk^Tln = 

但晶体中仍然有 30 V — 6”) 原子振动频率为，它们对晶体自由能的贡献 

3 X CN — 6w) 々 B Tln 

故晶体中出现《个空位缺陷以后，晶体原子振动引起晶体自由能的变化为 


3(jy — 6n)kBThi + lg^B^ln 


3 Nk h Tln ^ 


lSnk B Tln ^ 


所以考虑到空位附近原子振动频率改变为 W 后，晶体自由能改变是 

A 7^ r m\ tty » ^ oJ 


LF ^ nu ~ k ^ TlnW + 18 ^ B Tln - 


式中 （一 hrinW ) 是形成”个空位所引起位形熵的改变，见本题 (1) 解 


k B T\nW 


k B Tln 


Nl 

(N — n ) 


代入上式，晶体自由能的改变 


AF 


nu — k^Tln 


(N — n )\ n \ 


1 Snk^Tln 



由热平衡条件，并利用斯特令公式 lar ! =:rlnx — x , 得到 


u-k B T\n^ + m B Tln^ = 0 


所以 


N 




(3) 当原子周围有空位时，由于它偏离平衡位置，所受的恢复力较小，故 W 较0为小. 
1.1.70 晶体中产生的肖特基缺陷将给晶体性质带来了影响. 
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<1)产生肖特基缺陷时，于格点上脱落的原子在晶体内部不断迁移，最后定位于晶体 
表面，形成了新的一层，这使得晶体体积增大； 

(2) 肖特基缺陷的形成能 w 是温度的函数， 《= u 。一 奸，《。为 OK 时候的形成能 J 是 
常数； 

(3) 晶体中空位缺陷附近的原子振动频率发生改变，考虑了这些影响，试证明肖特基 
缺陷浓度 n 


’广 e 4 e - 

Ci / I 

式中吨是晶体中未产生肖特基缺陷前，原子振动频率(爱因斯坦模型 ）, o /是在肖特基缺 

陷形成后，空位缺陷附近 m 个原子的振动频率，声是空气压强， F 。 是晶体中平均每个原子 
占据的体积 • 

解晶体中产生肖特基缺陷可以看作是一个等温等压热力学过程，表征这一过程态 
函数是吉布斯函数 



G = U -TS ^ pV 

肖特基缺陷形成.使晶体体系吉布斯自由能发生改变，改变量为 

AG = A^/ ~ TAS + pAV ⑴ 

(1) 形成了 n 个肖特基缺陷，使得体系内能增加 

= nu = n(u Q — fiT) ( 2 ) 

(2) n 个肖特基缺陷使晶体体积增大，其增加量为 

△V = (AT + nWo - NV 0 = nV 0 

式中 W 是晶体原子总数,故体积变化使吉布斯自有能增加了 

P^y = pnV 0 ( 3 ) 

( 3 ) 在统计物理上，体系熵可以分别通过热力学概率 W (肖特基缺陷在晶体中占据方 
式所产生的微观状态数目 ） ，配分函数 Z 等给出，即 

S， = k^nW 
和 


S lf — 々 B lnZ 

现在先考虑未形成肖特基缺陷前晶体中#个原子振动的配分函数.采用爱因斯坦 
模型，每个原子都以吨独立振动，其能量本征值 


包 I 




友 (Wg (/ = 0山2,…） 


各能级都是非简并，单个原子热振动的配分函数为 


Z 


S 


e 




S 


e 




e 




卜 3 

6 飞7 


N 个原子组成的晶体其晶格振动的状态数为 3 iV ， 故该晶体体系的配分函数 


2 , = (ZO^ = e 




1 


1 


e 




3 N 
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So 


k^lnZo = _ 〜 • 警 • — 是 b • 3W • ln( 卫 — e _ 邊 ) 


2 k^T 

但当晶体中出现 n 个肖特基缺陷时，在空位缺陷附近 m 个原子振动频率改变成为 
J ，这就是说在 3 W 个振动状态中有 3 wm 个振动状态为 W ，有 (3 N —3 nm ) 个振动状态的 
频率仍然是吨，所以在肖特基缺陷形成后，体系的配分函数 

D _ d ： _ I I 1 -广 

Z = e 


3( W — nrn ) fcet « 
» B T 


e 


/ 1 、 

3(.N^nm) 

1 

1 一 

0 

Ita/ 

1 — e 令 


5 = kslnZ 


, 3(N — ntn)7j(Q£ - Znrnh<^ 

一 t\i. nn 总 B 


2 k^T 


2k B T 


k^Z(N — nm)ln| ^ 


e 




ks3nmln{ 


1 




撕艽 (Oe + — tt/)— 々 B • 3(N — 細 ) ln( i — e ~5) 


IT ^ 1 2T 

— /fee • 3nmln( i 


e 


鲁) 


于是 《 个肖特基缺陷形成后,晶体原子振动引起的体系熵的改变 

^s 1= s -So 


等友 o>E + — a/)— 々 B • 3(N — nm)ln[ ^ _ e 一奇 ) 


• Snm\n[ 


1 一 € 


HtJ \ 




l - e ~^ 


方 O’ 一 _) + • 3nmln 1 — e B 




I — q ^ ' 

与此同时缺陷形成带来热力学概率 W 也对体系熵有贡献，注意这个时候有 w 个原子 
从晶体内部跑到表面的晶格位置上，形成了肖特基缺陷，就有 n 个空位和#个原子处在 
(…+“个位置上，其所有的可能方式数目为 


W 


(N + n)f 

n[Nl 


利用斯特令公式 : 

lm ! = x\nx — x (x 是很大的数） 

其熵值可以写为 

A5 2 = k^vW =是 b[(A^ + n)\n(n + N) — nlrm — NlnN^ 

所以，晶体中产生肖特基缺陷后，体系熵的改变 

A 5 = AS 1 + M 2 


3nm 

YF 


fi((o f — o%) + 是 b • 3nmln 


1 — e 


* B r 


1 一 e 


-赛 


+ 是 b[(W + n)\ti(n + N) 一 n\nn — NlnN^} 


( 4 ) 


综合上面的三种因素，把 (2)，（3)，(4) 式代入 (1) 式，得吉布斯自由能的改变表达式 
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一 一每 

AG(«)= n(u 0 — pT) + pnV 0 + 一坼） 一 Znmk^Tln 1 一 e B 


l - e "^ 


— k h Tl(N + n)ln(n + N) - nlnn - NlnN^ 

由晶体体系状态稳定条件 


aAG(n) 

d tt 


0 


有 


(«o - ^T) + pV, + — 螂）一 Zmk B T\n 


1 - 




一 k^Tln 


N + n 


1 — e 


n 


0 


因为如 r》 拉吨，方 o/， 故 


in 


1 - 
1 - 


m ha>E 

k B T 




代入上式得 


Zm 


( Wo - m + pV 0 + -o>e) - ^ B Tln! 5 


3m 


k B T\n 


N + n 


n 


0 


上式中， 方(1;坤) 《1，两边同时除以知7%忽略 加^^：岣） ，得 


In 


N + n 


n 




im 


议 0 — PT , pV 0 

k B T ^ k B T 


即 


In 


N + n 


n 


cog 

U 


3m" 


Up 一 fiT pV 0 


k h T 


k B T 


则 


n 




因为 N>n ， 槪 




Zm l «o 

e^e *8 r e"* Br 


得证. 


l.Ul 设由于热膨胀使晶体的扩散撖活能变为儿匕了为常数.证明此时 
晶体扩散数中的频率因子I)。改变为 Z)；=Z> 0 exp(>t/^R) ，如要求£^//)免10*,试计算常数 
Z 的值. 

解扩散系数与温度的经验关系一般表示为 

D(T) = D 0 - e'^ 

其中 Q 是扩散激活能，I)。是一个常数，称为频率因子，而及是气体 常数. 晶体热膨胀，使 
扩散激活能与浓度也有关系, Q' =Q—IT ,代入经验表达式 
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D = D。• = D。• = D。• j • e'^ = D ； e'^ 


有打。=£)。，，，得证. 

由题设, § = 10 4 , 则 

A =： ^ lnlO 4 = 9 - 21 R 

1.1.72 渗碳钢是将铁放在富碳气氛中，让碳原子长时间扩散进入铁所得到的.已 
知在？铁中，碳的扩散激活能 Q =3. 38 X 10 4 c a l / m O l ， 频率因子 D 0 =0. 21 cm 2 / s . 

(1) 现在欲在 120 CTC ,10小时渗碳，使离铁表面 3 mm 深处碳浓度达1 % (重量)，试计 
算在铁表面上必须保持的碳浓度的重量百分比； 

(2) 在: T =1100° C 下,要想在离表面 1 mm 处的碳浓度为表面处的一半，需要扩散多 
长时间？ 

解⑴ 


3. 38 X 10 4 cal/mol 


3> 38 X 10 4 
6. 022 X 10 2 


ii * 4 * 186 * 1.602 X 10^^ L5(eV) 


1200° C 时，碳在7铁中的扩散系数 


D 0 e 




0^ 21 X e^8.6i5xio- 5 x(i2oo+273) = i # 5 X 10" 6 (cm 2 /s) 


按题设，碳在 7 铁中扩散的边界条件应该是恒定表面浓度，因此，碳在 y 铁中的浓度分布 
是余误差分布，设表面碳浓度为 C 。， 从表面深入到体内 X 处的碳浓度为 CU f t ) 


" / x \ - 
C ( x ， t ) = Co 1 — erf 、 


已知工 =o. 3cmd = 3600X10=36000s , 则 


2 VDi 


1.5 X 1CT S X 36000 


0.3 

2 X 0- 2324 


O, 6454 


査表得 


erf 


zVDt 


erf(0- 6454) = 0. 65 


故 


Co = 1 - 0. 65 = 0^5 = 2 . 86 ! 
(2) 先求 T =110 <rc 时，碳在 7 铁中得扩散系数 

D= DqQ *B T = 0* 21 X e 8 615X10^^X(1100+273) 

= 0. 21 X e -12 * 681 = 0. 21 X 3.1086 X 10 -6 
按题设，在 x =0.1 cm 处碳浓度是表面的一半，即 


2, 86%(重量比) 


.53 X l(P 7 (cm 2 /s) 


Cjx ^ t ) 1 


Co 

erf 


2 ^Di 


erf 


丄 


0.1 I 

2VDtl 


査表得 
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0*1 


2 VDt 


0- 477 


代入 D =6, 53 X 1( T 7 , 得出 


( 0 . 1 ) 


4 X (0-477) 2 X 6-53 X 10— 7 


• 68 X 10 4 s 〜 4. 67 h 


1.1.73 (1) 说明(0,0，1)晶面是晶格常数为 a 简立方晶体中一组滑移面； 

(2) 在外力作用下，简立方晶体(0,0,1)晶面沿[1,0,0]方向发生相对滑移，当滑移量 
为 X 时，势能函数为 


U = Uq 一 Acos 


2 nx 


试用弹性理论证明临界切应力 


r m 


2 ?c 


式中 G 时晶体的切变模量. 

解 （1) 图 1. L 10已画出简立方晶体一个晶胞，亦是固体物理学原胞，因为这个布 
喇菲原胞只包含一个原子，设三个晶轴 A ，《 2 , a 3 的单位矢量分别是则简立方结构 
的正格子基矢为 


^ at y flfg — == cik 


倒格子基矢则为 


b z = —jy b 3 = ^ k 
u a u 


而与晶面族(心4 2 3 3 )正交的倒格矢为 


^h v h v h^ = h x b x + h z bi + h z b z 


则晶面间距 dh r / i z ， h 3 BL 该是 


^ k v h z>h 




a 


〜 2 ’〜 1 VaT+ai + a ： 


从面间距表达式看出，最大面间距的晶面族应该是(0,0，1)，该晶面间的结合力小，所以 
(0,0，1)晶面是滑 移面. 

(2) 从图1_ 1.10 看到， (0，( M ) 晶面上最密原子排列的晶列方向是 [ no ]， 取 [ no ] 
为 Z 轴，当（0,0，1)晶面沿工方向发生栢对滑移(最小滑移间距为 a) ，其恢复力应为 

9U 


F 


d x 


—Asin — 


a 


假设滑移面积为 * S ， 则外加的切应力 


r 


F _ 2 rr 


j 4 sin 


2 ^x 

a 


r m sin 


2 nx 


a 




2n 


是最大切应力 ， r w =^^ A ， 当工<^2时 


r ， in2 f %. 27C .f 
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应力与应变成正比，晶体做弹性形变，遵循虎克定律，由弹性理论，其比例系数是切 
变模量 G 


故 


G = r m 2 n 




G_ 


最大切应力即临界切应力，当外加切应力超过此值时，晶体将发生永久滑移一范性形变. 


顺便提及，由上面理论结果，§ 含，但是实验测得吾列于表 1.1. 3中，即实验 

值比晶面刚性滑移理论预期值小3—4个数量级，这表明要使晶体中晶面相对滑移所需的 
切应力并不像理论预期的那么大，因此泰勒等提出滑移机构新假设，认为滑移过程中并非 
是整体的相对运动，而是借助位错在滑移面上的运动来实现的，与整个晶面相比，位错线 
只涉及数目很少的原子，这些原子由于晶格畸变而处于较髙的能量状态，容易发生相对运 
动.位错在滑移面上的运动等价与滑移面上原子的相继运动，按照这个模型计算出来的 
临界切应力与实际晶体的实验值一致. 


表 1.1. 3 


金厲 


Sn 

1 

1500 

Ag 

1 

45000 

A1 

1 

6000 


1.1.74 (1) 指出面心立方晶体原子最密排列 
的晶列方向，并求出最小滑移间距； 

(2) —个刃位错扫过一个滑移面后产生一个等于 
原子间距的滑移量，现在要把长 1 cm ， 横截面积 1 mm 2 
的铝丝拉长产生5%范性形变时，估算（1，1，1) 

面上的位错密度（铝是面心立方结构，晶格常数为 
0. 4 nm ). 

解 （1) 如图 1.1. 42所示，选取基矢 ai ，〜和 
a , 构成的原胞为面心立方固体物理学原胞 

Oi= y(y + *) ， a 2 = f (是 + 0 ， 



«3 = + j) 

a 为面心立方结构晶格常数 w = 4 nm , 面心立方倒格子基矢 
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r 

办 1 = 

2^{a z X a 3 ) 

n " 

=—(~i + y + A：) 

h = 

2n(a x X a 3 ) 

n " 

=J(i-i+*) 

办 3 = 

• 

2^(a 2 X «i) 

n 一 

- ~d + /• — &> 


而倒格矢量 G a == M !+ A 2^+ M 3 与面心立方晶体晶面族正交， a ! ，坞， A 3 ) 晶 
面族的面间距 


r 

，*2,厶3 


2^ 


a 


G k 


^ ( — A x + A 2 + h s ) 2 + (hi — h 2 + A 3 ) 2 + {hi + 办 2 —办3) 2 


所以最大面间距的晶面族是 （ i ， i , i ), 可以证明面指数 a ， i ， i ) 晶面族亦是米勒指数 
a ， i , i ) 晶面族.写出原胞倒格子基矢与晶胞倒格子基矢关系，面心立方晶胞倒格子基矢 


a 


膂 


2n. 


b 




. 


c 


2?t 


a 


k 


则 


办 i = ~ (— i + j k) = (—a* + b* + c* ) 

办 2 = — j + k) = (a* — b* + c*) 

_ 

& = +r -cn 

>• CL 

所以 


Oh^h^h^ — hibi + h z bz + h-fii 

=(—hi + h z + h 3 )a* + {h x — h 2 + h^b* 4 - + h z — A 3 )c* 

= pG m — pika* + kb m + Ic* ) 

g W 3 与晶面族 ( HO 正交，因此若已知晶面族的面指数 ( M ，心, A 3 ) ，则晶胞坐标系中的 
面指数 


{h ， k ， l} = ~ {(— ^1 + + A 3 ) ，（ A! — A 2 + A 3 ),(^i + k 2 — h 3 )} 

其中 /» 是(一 M + h + hMA !— h + hhd + h — A 3 ) 的公约数，显然将晶面指数 ( i ， i ， i ) 

—代入上式，得到面心立方晶面族对应的米勒指数 
也是(1，1,1)_图 1*1. 43是面心立方晶体一个结 
晶学原胞，晶胞，则米勒指数为（1，1，1)的晶面将 
如图中虚线所示.由于(1，1,1)晶面面间距大，晶 
面间的结合力小，所以（1,1，1)是滑移面，同时它 
也是原子排列密度最大的晶面，因此面心立方晶 
一体中原子排列最密的线也在(1，1，1)晶面上，如图 
虚线所标出的(1,1，1)面的原子分布容易算出，最 



图 M .43 
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密的线上晶格的周期为^^这也是刃位错在 （ i , i , i ) 晶面上移动的最小滑移间距. 

(2) 1 cm 长的铝丝发生拉长5%的范性形变,即要求 A 1 的(1，1，1)晶面整体相对滑移 


了 


IX 10— 2 X 0. 05 = 5 X 10 一 4 (m) 


这个总的滑移量是通过一个个刃位错在外力作用下扫过 ( i ， i ， i ) 晶面来实现的，一个刃位 
错扫过(1，1，1)面后产生一个原子间距滑移量，等于 fa ， 故所需刃位错数目 



5 X 10" 4 
X 0-4 X 10" 9 


2 V 2 


X 10 s = 1,8 X 10 s 


位错密度指的是，晶体内单位面积中截交的位错线数目，现在铝丝仅发生5%范性形 
变，故可假设铝丝侧面积〜 1 mm 2 , 则晶体中刃位错密度 


1. 8 X 10 s 
IX 10 一 2 


= 1. 8 X 10 8 ( 位错 /cm 2 ) 


通常退了火的金属位错密度仅为10 6 位错 / cm 2 , 比上述估算的低了两个数量级，所以 
能产生的形变 很小. 另外应该注意的是，一个刃位错运动完全扫过其滑移面后可使上下 


晶面错开1个纟(本题办== 


9 A ) ，实际观察的错开间距常达100〜10006,可见，形 


变过程中产生了大量的位错，即位错增殖 .. 

1.1.75 (1) 设有某种简立方晶体，熔点为 80 CTC . 由熔点结晶后，晶粒大小为 
lpm 的立方体，晶格常数 a = 4 A , 求结晶后每个晶粒中的空位数，已知空位的形成能为 


leV, 

(2) 若晶体在髙温形成的空位,降温到室温时，聚集在一个晶面上，形成一个空位圆 
片，以致引起晶体内部的崩塌，结果将转变为何种形式的晶格 缺陷； 

(3) 求此时每个晶粒中的位错密度. 

解 （1) 简立方晶体的晶胞是边长为 a 的立方体，一个晶胞只含一个原子，故 L 3 体 
积晶粒内共有原子数 


f ix IQ" 6 1 3 _ v inl0 

d - Uxicr 1 。） _L56X 10 

空位形成能 W = leV , 故 L 3 体积晶粒中空位数 

_ L 1.&0X10 一 

n = Ne k ^ T = L 56 X 10 10 X e i.38xio- 2S x<mo+ 2?3) = 3* 2 X 10 s 

(2) 由题设，当温度降到室温时， ljum 见方的晶体在熔点 800 °C 时，所产生的 3.2 X 
10 5 空位将聚集在一个晶面上形成空位圆片.一个空位占据 a 2 面积，设空位圆片半径为 
及，其面积 


^ R 2 -= na 2 - 3.2 X 10 s X (4 X 10一 4 ) 2 = 5. 12 X 10 _2 ( Mm 2 ) 

估计此圆片面积占空位所聚集的晶面面积5% 左右. 事实上空位凝集成空洞是减少晶体 
中空位的有效途径，因为在内应力或外力作用下，空洞会引起晶体内部的崩塌.图 1 .L 44 
示出垂直该晶面的横截面上的原子在崩塌前后的排列，由图看出，空位崩塌后形成一个正 
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位错和一个负位错.现在一般认为铸造材料中的位错还是起源于空位的凝聚 



ooo ooo 
ooooooo 
ooooooo 

oo 
oo 



ooooooo 

ooooooo 

OOOOOOO 

oo 一一 



丄 



oo 

參 0 



ooooo 
ooooooo 


⑻空位团 


( b ) 空位团形成的位错 


图 LL 44 

(3) 如图 1. L 4 4 所示，在一个横截面内有两条位错线与之相交.晶体内一个单位面 
积相截交的位错数目即位错密度，横截面积为 1 pm 2 , 所以 lfmi 见方晶粒的位错密度 

(IX 2 10, = 2 x lo8(cm ' 2) 

1.1.7<5向铜中掺锌，一些铜原子被锌原子所取代.采用自由电子模型，求锌原子与 
铜原子之比为什么值时，费米球与第一布里渊区边界相 接触？ （铜是面心立方晶格，单价， 
锌是二价 .） 

解假设面心立方晶格的晶格常数为 a , 格点数目共为 M ， 晶格中 Zn 原子百分比为 
hCu 原子为 (1 一: T ). 故晶格中电子总数一共有 

N = 2 * Mx + 1 • (1 — x)M = (1 + x)M 

面心立方晶格1个格点占据的体积为_，晶格体积等于 M •$，晶体中电子浓度应为 

— N — (1 + x)，M 4(1 + x ) 

M - ^ M 上 a 

4 4 

按自由电子填充，其费米球半径应为 




m 


面心晶格的倒格子是体心，格常数为费米球要与第一布里渊区边界相接触，费米球半 
径应等于倒格子原胞体心至任意一个倒格顶点距离的一半，即对角线的 1/4 . 



代入上面费米半径表达式 
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利用斯特令公式(当 M 很大时) 


InAf ] M\nM 


得到 


\nW = N A ln \ 1 + 


^) +Nsin [ i+ M 


代入 N a ， N b 表达式，体系位形熵 


5= Nk h ln 2 


N 


点 b [(1 + cc ) ln(l + x ) + (1 — j ：) in(l 一 x )] 


=A^ B ln2 — ~A B [ln(l — jt 2 ) + «rln } 亡 = ] 

(2) 先求出一个原子与周围最近邻 6 个原子的平均相互作用能由于假设金属原 
子是随机无规的分布在各个位置上，所以平均来说，二元合金每一格点上都有 g 比 

率的 Z 原子和@比率的5原子作为它的最近邻，而原子4和5本身在某一格点上出现 


比率也分 别是#和#. 故原子与最近邻原子平均相互作用能 


w== 61 if + J JjYn + 6 




(- + 

=— 仏仏― 

N 2 


Ns 

N 


Wa — N b ) 2 


这样，由个金属原子 A 和个金属原子 5 组成的二元合金总的相互作用能 


U 


^ru =- H(Na - 


N 


w A — N B y 


3 NJx 2 


(3) 二元系统 〈体 系）自由能 
F=：U -TS 


— 3 NT 工 2 — Nk B Tln 2 + 1 + ^ 


Nk B T 


2 


1 — 


ln(l — x 2 ) 


— Nk^TlnZ + | —Nk^T — ZNJ x 2 + 十 … 


推导中应用下列展开式; 


ln(l + x ) = cc ~ + ^x 3 

c * o 

❻ 4+ f + f + 


X* + 


•皋骞 


• • • 


为了找出在临界温度： r 。， 系统自由能的变化性状 


d z F 

d X Z 


考虑 x = o 时 If 和 g ， 由 


0,得出 


x»*0 


Nk h T - 3 NJ = 0 


即 
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故 



6 J 

是 B 


r= o,r = r c 

{ ^2 p \ • 

I ^2 j ^ > 0,T > T c »F(0) — Fmin 
" =0 1<0,T<T C> F(0) 

可见: r e 即为临界转变温度，图 1.1. 45 分别画出: T >： T e 和 T < T C 情况下 POr ) 曲线 


t>t c r<r c 




图 1.1-45 

⑷如图 1.1.45 所示，在 T < T e 时，: c =々( T ) 时的自由能尸具有极小值 • 而当 |工 |< 
A ( T ) 时系统自由能大于此极 小值. 因此系统不稳定，为求〜 ( T )， 令||=0,则 

Nk B T - 6NJ + 七 Nk h Tx z = Q 

o 

用 r e == M 来置换，上式为 


Nk B T - Nk B T c + ^ ： Nk B Tx 2 = 0 


由此得 


x p ( T ) =士 



3( T c - T ) 


T 


则两个分开相的或分分别为 


和 


x ,{ T ) - + 



3(T C - T) 
T 


XziT ) 



第五节固体能带理论 

78紧束缚近似中，晶体中电子状态可以用 s 态原子波函数组成的布洛赫波来 
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表木: 




相应晶体电子 能量： 

E s Ck )=E S + Jl 0 + 

l 

式中 瓦是自 由原子 s 态电子能量本征值， J 为交换积分, JKO ， A 是最近邻格矢. 

(1) 设面心立方晶体的晶格常数为 2 a , 试推导出 rx 轴(也称4轴)上的£4关系； 

(2) 指出△轴方向上能带的带底及带顶，其能带宽度等于多少？ 

(3) 画出面心立方晶体 A 轴上能带图，标明对称点，对称轴，波函数对称性和能量简 
并度符号以及能带宽度. 

解 



2a 


(1) 图 1* h 46是面心立方晶胞，取参考 
原点 o 坐标为(0,0,0)，它的周围一共有12 
个最近邻，其坐标为 

'(士 1, 土 1, 0) 

( A ，4,4) = < (士 1， 0， 士 1) 

(0, 士 1， 士 1) 

其最近邻格矢 

Ri = l x ai + l 2 aj + l z ak 

原子 s 态波函数是球对称的，在各方向上交 
换积分相等，令 


— J s 

故面心立方晶体电子能量 


其中 


E s (k) 




+ ^0,0 + J S 2 ' 

Zj ， Z 2 ，/ 3 




所以 


S 


e 




⑽怎 +V 丄 r+V i_ I 

十 e 十 c 十 c 



+ , S+V + e _ fd W + e b W + e -%-v 

= 2[cosa(^ x + k y ) + cosa(Jk x — k y ) + cosa{k x + k z ) 
+ cosa(k x — k z ) + cosaiky + k x ) + cosa(k y — k z )^] 
= 4 (cosaA x cosa^ + Qosak z cosak z + cosakycosakx) 


五 ’ （A ) = + ^o,o + 4t/'(cosa^ x cosa^ + cosak x cosak z + cosak y cosak z ) 


⑵对于 rx 轴 人 = 込木 =^= o , o < k | •故 rx 轴方向上关系为 
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( b ) r 点相应的晶体电子波函数为 

M(r) = n(r) = CYM r — D 

n 

考虑外00在 a 点群操作下的变换，设〃是其48个对称操作的一个， 


PM^ r (r) = — 瓦） 

P 是对称操作下波函数变换算符，注意到上式求和包含了所有格点，由于么(/*—凡)球对 
称性，故 


— lf n ) = —及 n )] = 2表(广 — 見) 


所以 


尸⑷ Wr(r) = Whir) 

这表明在 o A 点群所有对称操作下，科 o ) 变化到自身.对照 a 群的对称表，其八表象 
基函数为1，即在任何 a 群对称操作下也 不变; a 表象简并度为1，而晶体电子波函数 
科 ( r ) 只相应一个能量本征值，因此可以用 A 表示 r 点所表示的晶体电子波函数对称性 
及能量简并度. 

(C) 4 轴上面心立方晶体电子波函数 

- R n ) 

n 

要提到的是，布里渊区中的对称点或对称轱上的点，存在波矢群/3，辟(或灸+ 
G n ) ，即波矢群的对称操作保持 波矢々不变. 对于面心立方晶体，保持4轴不变的对称操 
作有 a 群中的8个操作 iC 2 ， 2 C 4 , 2/ C 2 ，和 2£ C ； ，组成所谓 G 群,于是 

n n 

=C^>WV 5< r — 見 ） =^(D 

n 

说明波函数少 S ( r ) 在波矢群 {^的 8个对称操作下, €( r ) 变化到自身.査 C 4V 群的对称 

表，其中 A 表象的基函数为1，简并度为1，因此可以用么来表示4轴上点所表示晶体电 
子波函数的对称性及能量简并度. 

如果我们用 P 态原子波函数组成的布洛赫和在紧束缚近似下求晶体 p 带电子波函数 
和能量简并度将会更清楚看到波函数对称性和能量简并度的规律性.第一章题解 1.1. 8 
曾提过，晶体宏观对称性将影响晶体宏观性质，在这里又看到了晶体宏观对称还会影响晶 
体电子微观状态和微观性质，而群论的研究可以对晶体电子状态的大概特性做出预言，检 
验各种能带计算方法得出的结果是否正确. 

1.1. ?9对原子间距为 a 的由同种原子构成的二维密排结构 • 

(1) 画出第一和第二布里渊区； 

C 2) 求出每个原子有一个自由电子时的费米波矢； 

(3) 利用紧束缚近似法，推导 s 态原子波函数形成的能带. 

解 （1) 二维正三角形结构是二维密排结构 ，一 个康子附近有6个最近邻原子，如图 
1. 1，48 所示. 
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正格子原胞基矢 


图 M.48 


= oij a 2 = ~i + - 


二维正三角形的倒格矢仏 , A 2 必须满足 


叫 • bj 




2 k , i = j 

0, i j 


有 


办 i • = 2 艽 , bi ^ a 2 = 0 


和 


办 2 • = 0 ，办 2 • a 2 = 2 艽 


取 






则匕 将与 《 2 互相垂直，由 


bi ^ a x = 2n 


V3 


a = 2^ 


得 


m 


4n 丄 



故 


b x 


1 . 4n I I 

"—-• i — ——•— 

2 V ^3" a 2 


4 艽 I sTz 


V 3 a 



a 


同理，取 bz — njjbz 必与仏垂直，由 


办 2 • ®2 = 2 冗 
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故 


n * 



a = 


2n 



显然 ，仏与 彡 2 组成的倒格子是倒格常数为二维密排结构 .， 

3 ^2 

选取 一 倒格点为原点，其最近得到格点有6个，分别是士&1，士土 (&1+&2)，作这6 
个倒格矢的中垂线围成第一和第二布里渊区，第一布里渊区是围绕原点的正六边形，第二 
布里渊区则是正六边形外的6块三角形，即图 1. 1. 49中所示区间， 



(2) 设二维密排结构面积为 ^原 子数为#，每个原子贡献一个自由电子，有 

H — 2n~ 

f 为单位面积的原子数，可以计算如下，取某一正三角,其边长为〜三个夹角均等于60。, 
故它的面积为 


丄 


X a X a X sin 60° 




VT 

4 


a 
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所以 


( 2 ) 


rM^VYrx 


b 


E m rM 2 
E r ~ rX 2 


V(xjy) = ~ 2 Vq{ cos + cos 孕 y 

a b 


n ( 


+ e tf + 


.25 

e 1 ^ 


+ 


多) 


区边界中点对应于倒格矢可见 VOr ，^) 中相应的傅里叶系数为一所以能隙 
为 


△z=2|H =2\V 0 \ 

(3) 因材料是二价，其呈金属性的条件为能带交叠，即 


也即 


所以 



E x + A z ^ 


+ 2| y 0 |< 


11 

2m 



X 2 


l^o I < 


k 2 方 2 
ima 2 


1.1. 81 金刚石结构的第一布里渊如图 1.1. 51 所示的截角十四 面体. 

(1) 说明其是如何构成？其体积是否等于其原胞体积的 倒数？ （乘上 (2tt) 3 因子 .） 

(2) 标出对称点，对称轴符号. 



解金刚石结构是一复式格子，即由两个面心立方的布拉维原胞沿其空间对角线位 
移士的 长度套构而成 • 因此金刚石结构固体物理学原胞的取法与面心立方的布拉维原胞 
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的取法相同，只不过这时格点代表的是两个不等同的碳原子。见本章图 1.1. 42所选取的 
面心立方晶体的固体物理学原胞，其基矢是 

= yO* + k) f a 2 = 奮 (’ + k) r a 3 = y(i + /) 

式中,是其晶格常数，它的倒格子基矢是 

办 1 = — i + j + k}, b 2 = — j? + fc), b 3 = + j — k) 

O, d CL 

显然，是倒格子空间体心立方结构的原胞基矢，因此晶格常数为 a 的面心立方正 

格子，其倒格子是倒格常数为 f 体心立方. 

倒格矢量 


G n = n x bi + n z b z + njb z 

=~[(— + n 2 + n % )i + (nj — n 2 + n 3 ) / + («i + « 2 — ^ ] 

布里渊区界面方程 G n • (* +夸)=0,得 

(―«! + + n 3 )k x (nj — « 2 + n 3 ) 心 + (〜 + n 2 — n 3 )>fe* 


# [(一 «! + n 2 + n 3 ) 2 -f Cm x — « 2 + w 3 ) 2 + (nj + w 2 — n 3 ) 2 ] 


如上所述面心立方的倒格子是体心立方，离原点最近邻倒格点有 8 个 


-(1,1,1) 

a 

~aa,T) 

a 

—a j,D 

a 

f(T，i，i) 

a 

a 

&(T，T，i) 

a 

^(T,i,T) 

a 

^dJJ) 

a 


按照布里渊区的作法，首先对上述8个倒格点连起来倒格矢作中垂线，这8个中垂面 
将围成一个正八面体，显然，三个互相垂直的坐标轴把空间分为8个封相，只需算出它在 
第一封相的体积就得到正八面产体积，以第一封相为例，这个体积将是由三个坐标面与 

K + ky k t = ^ X — 

u CL 

所决定的平面围成的，这个面在三个坐标轴的截距分别是 


k Z = 

-立 X 
- 2 x 

?) 

a y 

~ k K ^ 0) 

k y = 

■ 2 X 

!?) 

(k x 

^ == G) 

= 

= |x(f) 

a x 

=^ = 0) 


这是一个三角棱锥，其底是该面与三个坐标轴面交成的，是一个等边三角形，边长为 



x 赵 


a 
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其面积为 


h 甲 x?x 甲 X?— 嘲 ¥ 


角棱锥的高 


4 





于是三角棱锥体积 


9^3 1 27t\ 2 VYn 


±( 2 n 3 
161 a , 


正八面体体积 


8 X 


9 I 2n\ s 


16\ a 


I 2 lt 
\ a I 


而倒格子原胞体积 


办 1 • ( 办 2 X ^ 3 ) 

n 


(2tc) 3 


?) 


3 


i(?) 3 >4?) 


所以必须再切一刀，考虑次近邻六个倒格点 


夸 (士 2,0,0) —(0, ±2,0) ^ 


(0,0, 士 2) 


相应倒格矢的垂直平分面，将截去正八面体的六个顶锥，形成截角八面体(它是一个十四 
面体），可以证明这个十四面体的体积正好等于该倒格子原胞的 体积. 

证明如下，第二刀切出的6个面是原来倒格立方体的六个底面，因此连续二刀切去真 

正的体积实际上是第一刀切去的立方体体积,即作体对线的垂直平分面把边长为妲立方 

a 

体切成两半，如图 1.1. 52所示，故布里渊区的体积应等于边长为 ( 立方体体积的一 



图 1. L 52 





半，即 
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a 


面心立方晶体原胞体积为+，显然 


(2«) 3 X 


丄_丄 


Or 

4 * 


(?) 


1.1.82 铜是单价金属，其密度为 8000 kg / m 3 , 原子童为 64. 

(1) 计算绝对温度时电子的费米能； 

(2) 估算导带的宽度. 

解 （1) 铜是面心立方晶体，设晶格常数为〜一个晶胞中有4个铜原子，故铜密度 p 

4X I^ 


P 


a 


No 是阿伏伽德罗常数，则晶格常数 a 


a 


4 X 64 X lCT 3 


4 X 64 X 1(T 


3, 76 X 10 ^ 10 m = 3. 76 A 


NqP I — \ 8000 X 6- 02 X 10 23 
设铜晶体体积为 v ， 包含有#个铜原子，每一个铜原子贡献一个电子，则共有#个 
传导电子，设费米球半径为知，有 


2 X 


V 


4 


(⑽ 3 




N 


即 


= | 3tc 2 3 = (3 兀 2 托 ) 


电子浓度 n = #， 对于面心立方晶体 


n 


N 

V 


^3 


故 


是 F 


Zn 2 


4 


a 


3 


3 (127t 2 )3 


a 


绝对零度 F 的费米能 




n 2 ki 


Si 


F 


(1，055 X KT 34 ) 2 X (12k 2 ) 3 


h 042 X 10^ 18 J = 6 - 5eV 


2m 2 X 9,11 X 10 一 31 X (3. 76 X 1(T 10 ) 2 — 

(2) 下面估算铜导带宽度，采用自由电子模型，假定铜自由电子从々= 0能级起向上 
填满整个布里渊区，显然第一布里渊中最大波矢相应的电子能量应是铜导带宽度，其最长 

波矢是原点至正方形与二个正六边形相交的棱角顶距离 OB ， 如图 1.1, 

4 <x 

— 一 0 X — • 

a 2 a a 
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OB\ = ^/\AB\ 2 + \0A\ Z 




所以铜晶体导带宽度 

^_\0B\ 2 = 友 2 • ( ^ = (1.055 X 10_ 34 ) 2 X 5 兀 2 

2w — Zm — 2 X 9. 11 X 10~ 31 X (3^76 X 10— 10 ) 2 

= 2. 13 X 10~ 18 (1) = 13. 3( eV ) 

所以，与本题解 (1) 绝对零度下费米能计算比较，表明固体能带理论预期电子只填满 
半个铜导带是正确的. 

1.1. 83分别导出一维，二维和三维金属中自由电子的能态密度. 

解 金属自由电子£关系为 


E(k )— 


m 2 

2nt 


一维下 E 〜 k 是抛物线，二维等能线是圆，而三维等能面则是球. 
(1) —维情况. 


E 〜 E + d £ 电子数目相应于一维々轴在土 A 方向 （2 dA ) 范围内的状态数（见图 
1. L 54)，计入电子自旋，一维金属长度为 L , 
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g { E)dE = 2 X 




由自由电子色散关系 


dk = ^X (2m£)-id£ 


代入得 


容⑻ - Sf x(2mE) 


— l~i"E"zocE 


(2) 二维情况. 

E - E + dE 电子数目相应于如图 1. i. 55二维 A 平面上半 

径为I宽度为敁的圆环内的状态数目，设二维金属面积为 S 

S 


g ( E)dE — 2 


(20 2 


2 ^k ♦ dk 


由自由电子色散关系 


dE = ~~ • 2 kdk = ~~ • 2 Ttkdk 



dk 


代入得 


g { E ) 


25 2 mit 


(2 穴） 




(3) 三维情况 • 

E - E + dE 电子数目相应于如图 1.1. 56三维 A 空间半径为I宽度为 必的球 壳内的 
状态数目，考虑电子自旋，对体积为V三维金属 

F 


g ( E)dE = 2 


(2n) 


4冗是 2 • d 裊 





由色散关系， 


与色散关系一起代入上式 


图 1.1.56 


= — X (2m£)"2djB 
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gCE) 


(2w) 


4 冗 • • 专 (2mE) 


4itF • ( "Ez oc Ez 


b h 84 考虑一个由 N 个双原子分子组成的长度为 L ^ Na 的一维 固体. 分子中的 
原子间距是 b <^\ ，相邻分子的中心相距 a (见图 1.1. 57 ). 我们把势能表达为中心在 


每个原子上的 S 函数之和 


—- 


♦零 4 

— na + b/2) + SOr — na — b/2) 


x^(N-\)a 





HH 


图 1.1.57 

其中 a 是一个正的童. 

a) 考虑固体中的自由电子和周期边界条件，推导出电子波矢的允许值和归一化的 
波函数. 


(2) 把势能表示为一个傅里叶级数 


{/ 土 


- 2 X ei 


求出 g 的允许值和系数 1 PV 

(3) 假定 d 很小，证明对▲的一些值存在能隙。导出能隙的一般公式并证明第一布里 
渊区顶部的能隙正比于 cos f 瘦 j . 

\ a / 

(4) 导出第一布里渊 K 中的状态数的表达式，如果每个原子有一个电子，这种物质是 
导体还是绝缘体？ 

( 5 ) 假设^ = a /2, 前面各结果出现了什么新情况,并给予简要的 解释. 


解 a) V=0,H= 


11 

2 m 


V 2 ,由 




一 1 — pl*x 

VT 


周期性边界条件要求少 ( o )=^ a ), 故 


i 即 k = $ n 


0,1,2 


(2) 根据数学上的定理，当 VU ) 的周期为 a 时, VOr ) 可以表示为 


V { x ) = ^] V Q e ] 


其中 ， g 


2 tc 


， w=0, 士 1, 士 2, 




1 c a 


kx dx 
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所以，7。=— 


a 


^ cosn ^,^0. 
a a 


(3) 为解晶体中的薛定谔方程 


m 

m 


2m dx 2 


+ FU ) 




令 


^ = ^C k <pk, <Pk 


k 


有 


C,El + ^ U q c , 


其中 


9 


n ^£ 

2 m 


丄 

k 

Vl 


i c ^-q 

= 五 cv 

k l = 

2?c 

= L n 


2 ]t 

T 


n 


所以，组成少 U) 的各个科 Or) 的波矢相互差一个倒格矢重新令 


少 ( 文） = y]c k ^ K ^ K 

K 


这时 


钤一 jcCr ) = e 


i(*-#Ox 


故有 


n\k 一 k) 2 

2 m 


Ek Ck-K + ^-kC^jc = o 

J re 


尺是任意一个倒格矢. 

当 vu)=o, 即对自由电子， 

E k = ELk* ^oc e i( *- 仏 

如抝- Xl =^-x 2 =“=_E2 ，那么当艮等于这些值时就有 m 个独立的简并解.所以当存 
在微弱周期势时，分简并微扰和非简并微扰两种情况.对本题一维情况，简并态只能由两 
个波函数组成，如拉=丑，则有 

( 艮一 Ei)C k = V 0 C* + v K c k . Kn 

(五 * — E\ — K n )C k - Kii = V Q C k -K a + V-K n Ck 
由 K(x ) 的实数性，易知为了使不为零，必须 

IpO IPO 
j^k ~ 匕 k 一 K- 


E k ^ V , + 士(拉 + 拉 - t ) 士 


I^J 


1/2 


由 £*=£ LkM 




即出现能隙 


尽 = 2 H 


K , 


所以，当 A = f 时就出现能隙 
第一布里渊区边上 
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即 






a a 


EgCK^cccos^ 


(4) 第一布里渊区一！<々<! 

a a 

iC =¥„， L = iv ^, 所以有 AT 个々，考虑自旋后第一布里渊区共有 2 AT 个状态. 

因有 N 个分子，而每个分子有两个原子，每个原子又有2个电子，所以共有2#个电 
子，这 2 N 个电子正好填满第一布里渊区，因此这种材料是绝缘体. 

(5) 当 6= f ，即势场的周期性变为 a/h 布里渊区扩大，对前面(1)、（2)、（3)、（4)的 

结果将产生如下的影响 

(1) 不变. 

(2) q = — , V 0 == ―― 9 V n = l ) n+1 ~. 

a a a 

(3) £ 8 cc | V n i , 

(4) 第一布里渊区有 2 W 个 K 状态，考虑自旋后有 4# 个状态，共有2#个电子，不能 
填满第一布里渊区,故它是导体， 

M 85 由相同原子组成的一维原子链，每个原胞中有两个原子，原胞长度为原 
胞内两个原子相对距离为 6. 

(1) 根据紧束缚近似,只计入近邻相互作用，写出原子 s 态相对应的晶体波函数的形 
式； 

(2) 求出相应能带的 E ( k ) 函数. 

解这是由相同原子组成的一维复式格子.设第一套原子格点位置为则第二套 
原子格点位置为 ( X n +«. 

第一套原子的布洛赫波 


第二套原子的布洛赫波 R 

n 2 U) = C^e !t(X ^ s [x r- (X n + b)J = ~X n ~b) 

(1) 晶体电子波函°数 ° 

趵 Or) = + B^i, z Cx) 

(2) 晶体电子薛定谔方程 

t~-££i + v(x)]ncx) = Enoo 

方程两边分别乘以和并在全空间积分得 

aSkl\H\Skl) ~ E{Skl\Skl))A + ((Skl\H\Sk2) - E(Skl\Sk2)~)B ^ 0 
((Sk2\H\Skl) - E(Sk2\Skl))A + (<5^2 lH [^2> - E(Sk2\Sk2))B - 0 
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于是有久期方程 

<Skl\H\Skl) - E(Skl\Skl) <SkHH\Sk2) - E (Ski \Sk2) 
(Sk2\H\Skl.) - £ ： <5^2|5^2> <5^2|H|5^2> - E(Sk2\Sk2) 

根据紧束缚近似，认为相邻原子波函数交叠很小 

{ 今人工 一 X n ) | 疼 Cr — X n — b)) = 0 

但各个原子波函数各自归一化 

iUx - X n ) \Ux -XJ) - < 么 ( 工 -X n -b) \Ux - X n — b)) 

这样 


(Skl\H\Sk2) = <5^2|if |5^1> = 0 
(Skl\H\Skl) = <Sk2\H\Sk2> =c^c 


所以上述久期行列式变为 


(Skl\H\Skl) 一 EiTc 
<Sk2\H\Skl) 


(Skl\H\Sk2) 
(Sk2\H\Sk2) - Ec^c 


现在计算矩阵元 


(5^l|i/|^2>= U - — I - b)dx 

^ u n r 

=e ⑵厂 〜 (W U — XJHMx - I — b)dx 


n t n* 


令 /?, 


x ^ x ^ o.m 


(Skl\H \Sk2> - U* OOH ♦人 x -X m — 幻心 


把代入，并只考虑近邻相互作用 ，夂 =0,有 

% 

<Skl\H\Sk2) 

由于 H 是厄米算符 

(Sk2 1 //15^1 ) — c*ce~ lkb * a* 

另外，在考虑最近邻原子相互作用情况下， 




(Skl\H\Skl) 


c c 


2 x — X n )H ♦ 人 x — X n ' — b)dx = c*cfi 

n r J 


同理 


(Sk2\H\Sk2) =cVy 

上述久期行列式消去， c 以后变为 


p-E e^a 


7 


得 


丑 2 — （ 沒 + r)E + (fir - a 2 ) 


则 


E = 


2 
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1.1.86 (1) 六角密排结构，其周期势场 K ( r)=f 为倒格 矢). 钲明对应 

于 c 方向的，第一布里渊区边界面(即面的法线在(0,0，1)方向）的 O , F g = 0. 据此，对于 
经此面的一价能隙，能得出什么结论？ 

(2) 解释为什么在六角密排结构中，不能由单价原子组成绝缘体； 

(3) 钠金属为体心立方结构，且每个原子有一个价电子.求出钠金属中带间跃迁(从 
最低能带倒次髙能带)阈波长的表达式，并估算其值(以人为单 位).注意: 费米波矢知比 
布里渊区边界上离原点最近的波矢小 很多. 钠的立方晶格边长为 4. 23 A . 

解 （1) 解法一六角密排结构周期势场的傅里叶展开式 

VXr) = 2 W 

其中展开系数 ° 




V 


mm 


y(r)e— G . r dr 


^ 为原胞体积 • 令原胞中含 W 个同种原子，其位置为 Arf n ，则周期场可表示 
为 


N 


y(r) = 一及一 4) 


其中及 为格点 位置. 所以 


_丄 




^^ Kr ~ R - dj)d 


- §?L 

ivf 

^ ptJ±m 


e_ iG - r sKr 


R — di)dr 


e— G 1(r - dj)dr 




D j 全空间 


e 


-iG 




实际上 ，^ Se ie 正是几何结构因子. 

六角密排结构中含两个原子原子和//原子，见本章第一节晶体结构及其性质题 

解 1. 1. 7中图 L 1. 15及图 1.1. 14。取 Z 原子为坐标原点，其位置矢量4=0,则//原子 
位置矢量 


d H = AOi + (yOj + OHk 


AO'i + wa - DO)j + OHk 


a . 


+ 


VY 


a 




a /• + 七 ck 


2 


i * + ^aj + ^-k 


于是对于题中所给 
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N 

2e iG - rf i = 1 + e i2K/cXc/2 = 0 

j=i 

所以 

V G ~ 0 

因此，此面的一阶能隙为 2| V C | =0. 

解法二可以证明，六角密堆积晶体结构的晶体势场的傅里叶分量 

U(G =办 3 ) = 0 

六角密积晶体是由两个六角子晶格套构而成的，两个子晶格间的相对位置可用矢量 
To 来表示，由题解 1.1. 7中图 1. 1. 14看出 

了 。 = f *• + ^ aJ + i A 

六角密积晶体结构的晶体势场 U ( r ) 是由这两套六角简单晶体的晶体势叠加而成的，即 

U ( r )=(7 1 ( r ) + U 2 (r - r 0 ) 

= ^Uo(G n )e iG ^ r 4 - 沙 “ • e_iG ， 0 

G n % 

- 2^o(GJe iC »* r (l + e-^ ，r o) = ^U(G n )^' F 

C n G n 

t /( r ) 的傅里叶分量 

t/(G„) = U 0 (G n )(l + e~ iG n' r o) 

当 G „=6 3 = ，是时， 

Uib 3 ) = U 0 ( b 3 )[ l+ W (办 3)(1 + e - iR ) - 0 

= 是平行于晶体点阵的 c 轴的最短倒格矢.由自由电子近似知， t /( G = A 3 ) = 0. ， 

则 c 轴方向上没有能隙. 

(2) 六角密排结构中，每条能带含有 W 个状态， iV 是晶体原胞数目，电子可以自旋朝 
上朝下，所以一个能带可容纳 2 iV 个电子，对于单原子组成的六角密集结构，由于一个原 
胞有2个原子, W 个原胞就有 2 N 个电子，正好填满一条能带，理应是绝缘体，但 c 轴方向 
上带隙为零，至少呈半金属性质，而不再是绝缘体了. 

(3) 根据晶格动量守恒 

A ' =是 + “ + G 

可见光波长在 5000 A 左右， A ph 为 lOkm - 1 量级,而布里渊区的大小为 10 3 cm - 1 童级，故上 
式中 A ph 只能引起很小的波矢变化.而由于平移对称性，波矢 G 移动并不产生任何影响， 
所以带间跃迁可以认为是两能带中等波矢的态间跃迁.如图 1.1. 58所示 
由于知比小很多，可用自由电子近似来估计，由图 1.1.58 可知 

na> th = n ^ = ^(2 k ZB - 

由此，阈波长 

s = 細 g # _ 1 _ 

方 kls _ kzs # 
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因为 



kzB 




图 1.1. 58 



是 F = (3^ 2 «) 1/: 


3?t 2 


1 

a % 


1/3 






而边长为 a 的体心立方格子，其倒格子边长为^的面心立方格子，则心 5 为面心立方的面 
对角线的1/4,即 


= = ^ 

4 a a 

所以 


Kh 


me 


a 


n 2 卜 VY(6 穴 2 )i 


me 

He 


a 


2 艽一 VT (6 丌 2 ) 


将方 c=l，97X10 3 eV • A， 旅 ： 2 = 0. 511MeV，a = 4. 253A 代入，可得 


Kh = 6034A 

11 87 考虑一个一维周期势场以工),可看作是宽度为 〜 中心位于 z = m (« 是整 
数)的全同势场 F00 的组合 • 图 1.1. 59所画的势垒 VO) 可用入射电子的透射系数〆《 

和反射系数来表征，入射电子的能量为 


m 



(1) 对单势垒的情况，写出能 量为丑 的电子的波函数的最一般解; 
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(2) 对晶体哈密顿量的情况，即布洛赫电子的能量与波矢為 

的关系如何？证明这对自由电子 ( y = o ) 给出 " r 正确的答案； 

(3) 回想 r 和 i 的一些简单性质，证明布洛赫波只在一些能带中才能发生； 

(4) 假定势场很弱，即求出能隙宽度的一个简单表达式. 

解 （1) 从单势垒左边射入的能量为£的电子波函数表示为 

e 如 + ne- % j 

^ i ( x ) - < 


式中 々由丑 确定 • 对于从右边入射电子波函数则为 

e-^ + fVe 如， 

^ r ( x ) = ^ 

J 

如果 VOr ) 不对称，左右入射电子的反射系数和透射系数就各不相同了 ，一 般解为 
tOc ) 和 tor ) 的线性叠加 

少(: r) = + B^ r (x) 

A ， 万是实常数. 


在势垒区里，一晋《专，波函数满足一维薛定谔方程 

[- ££ +y ^>=^ 

(2) 对于晶格周期势场 

U (*r) = V^(o: + nd) 

n— 一 oo 

在 一|'<： r <'| 这个区域里，晶体哈密顿量与单个势垒情形是一样的，可以用上面的少 
CO 表示这个区域里晶体薛定谔方程的解. 


少(工）=4- —寻 < 工 < 


a 


由布洛赫定理 

少 （X + a) - e 必识 （工） 

这里尺是正实常数，上式微分后的形式 

fOr + a) = e Ka ^ (x) 


考虑上面式子在 z 


时，得出 


A ^f + ^rl - 


iKa 


Mi 


+ 5 少: 


iKa 


A % 




a 


a 


] 


+ 賦 




或 
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其中 


A[t^ — a(l + 0/5)3 + Bll + r r fi —= 0 
— «(1 — r / 沒 )] + 5[ — 1 + r r p + — 0 


相加与相减上面两个式子，得到 



— a) A + r r a^B = 0 
— r t a^A + (1 — t r aP}B — 0 

为使有解，系数行列式应为零，得 

(tit r — riVr)%^ + e^ xka = tie^ iKa + 


这就是电子能量丑=^与电子波矢々的关系. 

对晶体来说，通常存在对称性， F (x)=V (一 *r ) ， 如果是这样 ， n=r r =r ，々 =4=£,i3 
关系变为 


it z - r 2 )e^ + e- iAa = 2tcos(Ka) 

对自由电子来说， rtOdjI ，故 



cosXa = cos 為 a 


K = k 

这是正确的，因为自由粒子的波矢就是能量表达式中的是. 

(3) 『和 £ 最简单的性质就是 

\r\ 2 + |if| 2 = 1 ⑴ 

可设 

t = U | e itf (2) 

对一维薛定谔方程存在下列 定理： 

若火 ，士是 方程的两个解，那么 

研(多1，多2)=必'1(工)#2(工） 一 多 1( 工 ) ACr ) 

和 x 无关 


因为势场 VCr ) 是实的，所以 f Cr ) 也是方程的一个解，对和计算 W 
⑼，町 ） 就可以证明⑴式的正确性，如计算，则有 

rt* + tr m =0 

即是纯虚数，所以 


r = 士 1 1 r | 

把(1)、(2)、⑶式代入，中，得到 

cos ( 是 a + 孑） „ 

- jyj -= cosKa 


(3) 



UI <1， 随 A 增大， M —1， 所以把 (4) 式的左边画出按 A 的变化(如图 1.1.60(b)). 
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由于 cos^ 必须在 一 1 到+ 1 之间变化，所以有些々值(图 1 . 1 . 60(b) 中阴影部分)不 
能取，也即这样的々值对应的能量是禁带，可能存在的能量只是以能带出现. 



⑻ 



图 1.1.60 

⑷当势垒很弱时0, M — 1，&^0,能隙中央位置为 h + ^= n 7 r , 设偏离此位置 
£时达到能带边，即 

cos(«jr + £) =士 |?丨，五很小 

由小角近似得 

|r| 

所以能隙内相位差为 

(k 2 — ki)a ^ 2\r\ 

£ 抑 = - -Ei = - kf) = ~(k 2 - k ： )(k 2 + kj) 

其中 9 k 2 +ki = 2 k 0 fko 是禁带中央值，因8—0,故 A 。 〜迎，则能 隙为丑 sap 

E 脚〜 2nn 友 卜」 

ma 1, 

1.1.88 正交化平面波法(与赝势法紧密相联系），经常用于计算金属中电子态的能 

带结构.它成功地解 释了： 虽然作用于电子上的晶格势并不弱，但近自由电子近似仍可适 
用. 

讨论此方法的基本物理思想和数学步骤，其中包括简述： 

(1) 芯态以外的布洛赫函数的构成及其 性质； 

(2) 正交化平面波的构成及其 性质； 

(3) 赝势的构成及其非唯 一性； 

( 4 ) 赝势可以当作小量处理的物理解释. 

解在金属中价电子是近似自由的，但在芯区附近有较大的变化.芯区以外的电子态 
用平面波来描述. 
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1 是 > = 


I k -h K f ) 




^/NO 


， e i«+a:p.i 


式中: W 是晶体原胞数 ，打 是原胞体积， I 是倒格矢. 

但芯区电子是紧束缚的，采用紧束缚近似，其波函数为 


其中， <( r — 恥)为位于見处的原子的第 j 个态. 

以波矢为 A 的平面波为基础，构成一函数 A . Ofe ， r )， 要求它与波矢为 A 的所有芯区电 
子波函数都正交.这样的波函数为 

M 

々 a , r > - u + 

系数瓜■由正交化条件 


, r)dr = o 

确定. 

波函数，幻称为正交化平面波，它们与芯区电子波函数是正交的，在芯区附近, 
它们具有原子波函数迅速变化的特点 I 而在芯区以外，又与平面波相似 .用 这样的波固数 
来组成晶体中价电子波函数，显然是非常合适的.因此只需将数目不多的正交化平面波线 
性组合起来，便可构成晶体中价电子波函数. 


因为 

记 


所以 


引入赝波函数 


, 

I 

^ ^ - 2 I^X^I I ^ 

3 

) 

% = (1 —户 ） | 灸+尽> 


将％代入薛定谔方程后得 


其中 


9 = I ^ + 

_ 

t 

^V 2 ?>+ Etp 


w = y ( r ) - [- 盖 V 2 + V ( r ) P + EP 

= y(r) + S ( £ -^> i ^><^[ 
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称为赝势，赝势不是唯一的.因为若设 

w f = F ( r ) + 2, (丑 ，馬） ㈣ 〈叫 

/(£, 均)是任意函数.代入薛定谔方程 】 

~^ z 9+ W f < p ^ E ! <p 

两边与取内积后，容易证明 以 = E t 故 IT 也是一赝势. 

由于赝势 

W = V { r ) + J ^ dE - Ej ) |^><^| 

J 

= F ( r ) + V B 

其中， V ( r ) 是晶体中电子的实际势能，是吸引势. 

〜= 2( 五 — A ) IA> 〈〜I 

由于晶体中价电子能董要比内层电子^量均高，所以％具有排斥电子的性质，称为排斥势. 
由于在赝势 W 中氺(/*)与有相互抵消作用，从而使赝势 W 变得非常平坦. 

1. 189在坐标变换 Y =： y,y = 操作下，波矢量々=«。，0,0)的面心立方 

晶体的布洛赫波和啊 ( r)=c ； S ei *4 s ^( r —札)变成怎样—个函数，它的波矢量是否与 

It 

原来相同？能量本征值(如果它是电子波函数的话)是否与原来相同 ? IPf ( r ) 与史 i ( r ) 有什 
么关系没有？々—0时情况又如何？ 

解 

Pr^I ( D - m ( r ; ) 

— — x n ,y — y nt z , — z„) 

rt 

=C^^ x n4> px {y — X n , — X — Y n ,z — Z„) 

n 

= c ^ e^iy - X „)/( V (y - X n y + (- X - 7 J 2 + (z - Z „) 2 ) 

n 

= X n ) f ( Vc ^ Hhyj 2 + O - XJ 2 + - 2 n ) 2 ) 

n 

= c 2 e 】 0 * 0 、心(工 + ~ X n9 Z — Z n ) 

n 

= c^e iVtK -'^ Py Cr — J?„0 

= n ( r ) 

式中 

是 ’ = (0 ， 為 o ， 0) 

R , = (- rji + XJ + Z n k 

所以变换结果仍是一个布洛赫波，但波矢变为 1 = (0, 知 ,0), 即是 y 方向的布?&赫波. 

显然，这两个布洛赫波求 I ( r ) 和啊 ( r ) 将相应同一能童本征值.这是由于晶格势场 
具有宏观对称性，故晶体电子的哈密顿量具有对称操作不变性，造成了薛定博方程解简并 
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性. 

n ( r ) 与妁 ( r ) 之间没有什么关系，是一对简并态，但是 A —0 时，由于在所有对称操 
怍下 ， A =0不变，则由 

^( r )^^( r ) (注意走 ― D 

知在坐标变换 x l ~y,y ! = —x,z r =z 操作下 

n ( r )-^^ Cr ) 

反映了 * n ( r ) 的对称性. s 

1.1. 90证明 {f k 。} 是金刚石的对称操作，但结果是第一、二面心晶格 互换. 

解 在这里我们要强调的是函数的变换性质，我们说在坐标变换下，原函数 0(/0 要 
发生变化，变成一个新的函数形式 0( rO . 这个新函数形式可以简单的在原函数中用 or 1 
/■) 代替变量 r 而得到，在上题解 1. 1. 89中 

Pr^ (/■) = 與（ 〆 ） = c^ k ^ px {x ! - X„，y - Y„ f z f -Z„) 

n 

这表明，我们代换的仅仅是变量 r ， 而是不变化的.但本题讨论的是 
格点坐标的变换，而不是函数的坐标变换性质. 

前已提及，金刚石结构是复式格子，它是由两套面心立方晶格套构而成的.如果原点 
取在第一套面心立方晶格的格点上，立方晶格三条边方向为并设立方体的边长为 
&，则第一套面心立方晶格格点的位置札写为 

n x ai + n 2 aj + n^ak 

- XJ + YJ + Z„k 
”1， W 2 ，” 3 为整数冲+；2 2 + 71 3 =偶数. 

第二套面心立方晶格是由第一套格点沿体对角线方向位 移+对 角线长度而得到的， 
则这个位移矢量 T 。 为 


T 0 


Q* • I ^ • I ^2 « 


于是第二套晶格的格点表示为 


R n f： = Rn + T 0 

^ n Y ai + n z aj + n 3 ak + yi + y/ + 


n i + y)+ («2 + y) ay + 丨 w 3 + 

下面讨论在 {fT。} 操作下金刚石结构格点坐标的变换. 

Wr 。} 操作下坐标变换为 


丄 


ak 


x 


X + 


a 


a 


y =-^ y ^ itj z f =z — z + 




第一套面心格点 


在 U ’/ T 。} 操作后 


R n = X n i + + Z n k — n x ai + n 2 aj + n^ak 
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(- x n + -|)t + (- y „ + y)y + j - z n +1-)^ 

=I — + y * + ( ™ + y •/+( — ¥ + ~)* 

= — n x ai — n z aj — n z ak + r 0 

= 及 „' + r 0 

Rn '=— niai — n 2 aj -\- n 3 ak 是第一套面心格点位置，而 l + r 。 则是第二套面心格点位置， 
所以在 UMt 。} 对称操作下，第一套面心格点换为第二套面心格点. 

同样，第二套面心格点经 U/r D } 操作后 




(- 


n\a 




n 2 a 


a , a .. 

Y + T J + 


n^ai — n 2 aj — n 3 ak 


这正是第一套面心格点位置.所以，第二套面心格点在对称操作下变换为第一套 
面心格点 • 


第六节固体 电子在 电场和磁场中的运动 


11. 91 电子在周期勢能中的势能函数 

、 j O f xa <x^(n + l)a — d 
V (,2：) — \ 

l .V 0 ， {n + i)^ — d < 工 < (« + 1)(2 

其中 a = Zd . 

(1) 画出此势能曲线,并其平均值； 

(2) 用自由电子近似模型，求出晶体的第一个以及第二个禁带的宽度； 

(3) 当每个原胞有两个或4个电子时，分别对应的是导体还是非导体，为什么？ 

解 （1) 势能函数的周期为 ( w + l ) a — wa = a ， 取第一个周期，令 w =0, 有 

T _. . I 0, Q ^ x^.a — d = d 
V ( x ) = \ 

IV ' o , d sc 2 d 

画出第一个周期势能曲线为图 1. 1_ 61,依照周期特性，在; c 轴上平移第一个周期势能曲 
线，可得到^轴上电子势能曲线. 



图 1.1-61 

由于势能函数的周期性，可在一个周期内求出其平均值. 
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id 


2 d 




7 


d 


V 0 dx = — V 0 


J d 


dx = 7 y ° * iU - d) 


h v ^ d 






0 


(2) 根据近自由电子近似模型，禁带宽度& =2|F n |,Vn 是势能函数 yoc ) 的傅里叶 


展开系数， 


1 

< 

I 

2 

• _ { 2»^ 


V 0 - 1 e -i2fz 

a 

l^n| = 

丄 

t 

y 0 e dx 

i 1 


a . 2nn 

l 

a 

d 


= ^1 + (- 1 )-] =為[ 1 +(- 1 严] 

当 n ~ l , 

当 n ~2 f 


^gz = 0 

(3) £^ = 5,表明第一与第二能带有能隙,£, 2 =0,表明第二与第三能带连在一起. 

一 条能带的状态数等于晶体原胞数目，而一个状态可以有自旋朝上与朝下两个电子 
占据，这样当每一个原胞有两个电子时，第一条能带装满，并与第二条能带隔开，所以是非 
导体. 

当每个原胞有4个电子时，两条能带均装满电子，但第二条与第三条是连在一起，低 
温下即有导电性，是半金属. 

1.1.92 电子周期场的势能函数为 





mco 2 [b 2 一 (x — wa ) 2 ]， 


其中 a =46, o # 为 常数. 


na —— b ^ x ^.na + b 
(w — l)a + b^x ^.na — b 


(1) 试画出此势能曲线，并求其平均值； 

(2) 用近自由电子近似模型，求出晶体的第一及第二个禁带的 宽度; 

(3) 如果每个原胞中含有 4 个电子，该晶体是金属还是非 金属； 

(4) 求出该晶体的价带项及导带底处的电子有效 质童； 

(5) 求出价带项及导带底处的电子平均速度. 

解 （1) 先看第1个周期，令 n = 0, 则 






0, 


— b < x 

a — b ^.x b 


对7(: r ) 求极值 ^ = 0=— m < w 2 x ， 所以在 x = 0 有一个极值* 因心 2 


d z V(x) 


< 0 , 


是极大值，且 V 随 =F(0) = ymW ， 而 工= 士(土 6) = 0, 这样做出第一个周期的图形 • 
而势能函数的周期，似+6- [(« —l) a +6]= a ，于是把在第一个周期内的图形按周期 a 做平 
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n z it 2 




mco 2 b 
n z % z — inn 


2b ^ 


2mo> z b % nn 

^r cos y 


Ama> 2 b 2 . nn 


故 n =^ l ， 第一禁带宽度为 


丑 srl = 2 I V\ I 


Sm(o 2 b z 


2,第二禁带宽度为 


Egz — 2 1^ 2 1 


m<o z b 2 


n 


(3) 一 条能带能容纳 (2 XW ) 个电子 ( AT 为晶体原胞 数目） ，现在晶体中共有 4XiV = 
个电子，恰好填满两条最低能带，而第二条与第三条能带之间存在能隙，其禁带宽度 

为 2 | v 2 | •关 0 ,所以在绝对零度下，第一条与第二条是满带，第三条是空带，空带满 

带均不导电，此晶体为非金属. 

(4) 当 | v 2 | 较小或温度较高，有电子从第二条能带跃迁至第三条能带使这两个能带 
电子都不满，该晶体将会导电，则晶体第二条能带是价带，第三条能带是 导带. 须知价带 
顶和导带底的关系，方可求出其电子有效质量及平均速度. 

图 1.1. 63示出近自由电子近似下晶体能带的形成，其中第二条能带顶和第三条能带 
底均在^0, 而如 Or ) 和穴 aOr ) 是一对简并态，因此第二条能带顶与第三条能带底附近 



2 n 


jc 

'a 


图 M -63 


k 
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的电子状态应是下列两个自由电子波函数的线性组合: 


K = 

- ? + 是， 

將 U) = 

1 ^iKx 

一 VT 

⑴ 

K 1 = 

= ? + ,， 

<P°K ( 工、 = 

= 1 ^ 

Vl 

(2) 


式中々是很小量，晶体导带底价带顶附近电子状态波函数 

fpkix) — A 热 (X) + J3 路 Oc) 
相应的能量本征值由薛定谔方程确定 


y(x) ]^ U) = 取 

考虑到 

[- ㈢ +州攸 (和聰 工) 

[―£ ^ 路獻工、 

得 


(3) 


AiE% ~E + ^V}if> Q K {x) + B(E%-E + AV) 硌 ( 工） = 0 

上式分别乘以 ( x) 和將 T U) 并积分，得到 A , B 必须满足的关系 

UE°k~E)A + V^B = 0 
\v 2 A+ (Eh ~E)B = 0 


其中 A V=VU) — F。， 上式推导中利用<尺|67|尺> =^|么7|尺'>=：0以及 


方程 (3) 有解条件为 

即 


< K \ AV \ K l ) = = V ； 


E%~E V 2 * 

V" 2 E% — K 


则 


( E° K - E)(Et - E ) - |F 2 | 2 = 0 


五士 = 含 { 通 + 孤）士 [(蹄一路) 2 + 4 1 V 2 1 2 ]+ } 

由于▲为很小垦， j 趙一路 i 《| v 2 | ，则上式变为 

£ ± =|{(^ + ^)±[ 2 | F 2 |+ 气才) 2 ] } (4) 

根据 (1) 和 (2) 式，有 • 




E°jc 


Fo + £(-? + ^ 2 




TT I ( 2^ I , 

Vo + ^(7 + jfe 


2 




= F “ S (-?) 2+ S 々 2 + 2x 

v ° + £ l ?} 2+ £ k2+2x £ 


1 

2m 




代入 (4) 式，第三条能带底附近电子能量本征值 
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E c (k)=E + ^ iri2V 0 + 2 X £( 謦 ) 2 + 2 X ⑤ 2 + 


2| V 2 | 


4 X 


ni 

2m 


: M ) 


4| R | 


>- 


^0 + 






2m 

2m 


27 t ) 

vj 


2 


方 2 4 穴 、 

+ 心 +| F 2 |+ W ^ 


k 2 


2 m 


2| V 2 | 


-) 2 + | V 2 | + 


a 


ni 

2m 


r 史 ㈤ 

2m\ a I 

2| K 2 | 


2 


+ 1 


k 2 ozk 2 


同样，第二条能带顶附近电子能量和本征值 


^)=^0 + £( f ) 2 -| K 2 | 


ni 

2 m 


niiAn \ 2 

2m \ a 

^ T \ v 7\ 


i 


k z oc k 2 


根据有效质量定义,导带底电子有效质量 


m 


;= [il 


c ( k ) 


1 




m 


2 


- 2| F 2 | 


+ 1 


m 


■幻丛 

2m \ a 2 1 


+ 1 


m 


2 m 2 < o z b A 


7t 4 芹 2 + 2m 2 co 2 b^ 


推导中代入 | V 2 | = 


m<a z b z 

2 k 2 


, 同理，价带顶附近电子有效质量 


m v 


m 


2 m z ( o 2 b A 


TT 4 友 2 — 2m 2 (o 2 b A 

(5) 导带底与价带顶均位于 6 = 0, 故其平均速度 


V 人 k 




o c (k «= 0) 


1 dE v ik ) 




n 


dk 



从这里可以淸楚看到，晶格周期势场对电子状态的影响，主要表现在布里渊区边界附 
近.第一条能带底6 = 0,远离布里渊区边界，所以在近自由电子近似情况下，其附近电子 
的有效质量是一个标量，即电子的静止质量 m . 而第二条能带顶和第三条能带底，它们附 


近电子的有效质量不是电子静止质量讲，分别修正 


2m z eo z b A 工 2 辨 W 

抑+ 2 m ^ b im ^- 2 m z a > z b A • 


L 1. 9；3设有二维矩形晶体，其工方向格常数为〒， jy 方向格常数为.如图 

1.1.64 所示. 

-⑴在最近邻近似下，由紧束缚方法求 

_出晶体 S 态电子能量表达式； 

— b 7 (2) 求晶体 s 态电子的能带宽度； 

-^-⑶求能带底电子与能带顶空穴的有 

_ 效质量张量. 

I 解 （1) 由题解 1. 1, 78,二维矩形晶体 


s 态电子能量 


图 1.1.64 
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E(k)=E 0 -J^e 




五0 — J [ e-^ a + e^ a + e ~ u / + e w /] 

E 0 — 2 J ( cos ^ + cosk v b ) 


假设式中4个最近邻交换积分相等，而且 J >0. 

(2) Emn~Eo—4：J t k x =0 9 ky=0 


五 0+47 ， k 


x 


7C 

a 




T 


带顶位于，能底 * 二0.故能带宽度 =£_ — 五_ = 8*/ 


(3) 


m 


^VkVkE 




丄 


X i^E 

¥ Jk \ 

d 2 E 


丄 3 Z E 


[方 2 d kyd k x 

带底电子有效质量，代入 o,^=o 

1 


n 2 d k x d k 

丄 ㉙ 

n 2 dk 2 y 


y 


2 J 

¥ 


a ^ osk ^ 

0 


0 

i ? z cosk y bl 


m 


* 


2 J 

n 2 


a z 0 

0 b 2 


带顶电子有效质量，代入 tky =^ 


a 


m 


2 J 

n 2 \ 


o 


o 


b z 


则能带顶空穴有效质量 


2J 

n 2 


a 


0 


0 

b 2 


1.1. 94 若已知 Ea )= Ak 2 + ca , k y + k y k x + k x k x ) ，导出 ^ = 0 点的有效质量张量，并 
找出主轴方向. 

解先求倒逆有效质量张量如下 

^ 2 A C C 


P 


C 2A C 


C C 2A 
利用正交矩阵把上述矩阵对魚化，先求特征值. 

det(P — XI) = 0 


2A- X 


C 


ZA 一 
C 


C 

C 

2A 一 A 


0 


于是 


( 2 A - A )[( 2 A - A ) 2 - C 2 J - C [ C ( 2 A — A ) — C 2 ] + C [ C 2 - C ( 2 A - A )] 
(24 - A )[(2 Z -A + C )(2 A - A - C )]- 2 C z [( 2 A - A - C)J = 0 

(2 A - A - C )[(2 Z — A )(2 A - A + C ) - 2 C 2 ] = 0 




0 
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得 


2i4 — A - C = 0 

(2A - A)(2A 一 A + C) — 2C 2 = 0 


所以由 （1) 式 


\ l = 2A-C 


变换 (2) 为 


(M — A) 2 + C(2A — A) — 2C 2 = 0 


解方程 


2A 一 A 


一（：士 VC 2 + 8 C 2 一 （：士 3 C 


2 


2 


有 


A 2 = 2A — C, A 3 = M + 2C 

于是对角化的倒逆有效质量张量为 

2A-C 0 0 

0 2A-C 0 

0 0 2A + 2CJ 


则是= 0的有效质量张量为 


2A-C 


0 


0 


0 


2A-C 


0 


0 


0 


M + 2 CJ 


现在我们来求出主 轴方向 ，即解 

(P ■ - AJ)(X) = 0 

当一 C 和时 


C C C 


> ^ 

X 

C C C 


y 

.c C C, 


、 Z. 


/ \ 
1 1 1 


f 、 

X 

1 1 1 


y 

•1 1 1. 


Z 4 


0 


可得两个矢童 


1 


〆 、 

1 

0 

5 

-1 

1. 


. o . 


当 、= 24+2C 时 


-1C C C 
C - 2C C 
C C — 20 


x 

y 

Z 


0 


( 1 ) 

( 2 ) 
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可得矢量 


因此有三个矢量 



♦ • 

1 


1 


• • 

1 

0 


- 1 

9 

1 

- 1 . 


0 . 


1 


但是头两个不 正交. 让我们进行组合 


(1 0 

一 1 ) • 

• 

a 

1 

0 

1 

晒 

• 

+ 

• 、 

1 

— 1 

V 

= 0 



1 

s ~ 1 . 


. 0 . 




(1 0 


fa + 1 


一 1 ) • — 1 = 0 


因此组合的矢量 


a + I + a = 0 9 




即 


1 

0 

1 

- 2 

' 1 ' 

- 1 


/ V 

- 1 

2 

1. 

1 

. 0 , 


一 1. 


因此得到三个主轴方向 


其单位矢量为 


/ > 

1 


〆 、 

一 1 


1 

0 

9 

2 

> 

1 

.一 1, 



1 

丄 


1 

/ > 

1 


’一 r 


1 

1 

0 

1 

• 一 1> 

1 

1 

0 

1 

1 

VY 


L 

- 1. 

， vT 

丄 

丄 


所以变换矩阵为 
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T 


VT VT V 7 


0 


2 


1 


1 -1 



3 


^ vy 


自然 



'2A 

C 

c 1 

i 

i 

f 2A - C 0 0 

T • 

C 

2A 

c 

T" 1 = 

0 2A~~C 0 


c 

C 

2A, 


0 0 2A + 2C. 


11* 95在晶格常数为 a 的简立方晶体中，由原子 s 态波函数形成的能带 

E(k )=£,-+- Jo.o + ZJ'icosk^ + cosk^a + coskza ) 

其中, Ji,。，， 是小于零的交换积分. 

(1) 画出 U 轴上能 带图； 

(2) 画出；2轴上电子公有化运动速度图； 

(3) 画出2轴上电子有效质量图； 

( 4 ) 画出^轱有恒定电场时电子加速度曲线 • 

解见图 1. 1, 65, ^轴即尸 M，[l 1 0] 方 

向，而 



厂点：在 = (0,0,0〉 


M 点 ：i 


，一 ，0 


用々表示^轴上波矢， o<a<VYj, 下面 
把 [i，i，o] 方向上任一点离原点的距离々作为变 

VT 

量，有 k X — ky ^^ Y ^ kfk t ^= 0 . 
a)；S 轴上能带 


E s + Jq.q + 2J S + 2J S 


cos + cos Vpa 


+ Jo t o + 2J 4 + 4J s cqs 


ka 


令 


有两个极值点 


d£g> 

dk 


4J 5 sin 




ka 



2 


0 


ys ^/ r 2 ka 


a 




A 



即 r 点，和 
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^fYka 


k = ^/Y — 


即 M 点.所以 


E(k = 0) = E ( P ) = £, + Jl t0 + 2 J S + U s 


E k v^2~ 


E ( M ) = -E, + t/J f0 + 2 J S 一 AJ S 


因为 J" 是小于零的交换积分，五 (M)>_E(D, 故 E 轴上的能带如图 1.1. 66所示, A 点 
是一拐点. 


(2) 电子公有化运动速度 


v 


dE Z ^ TZJ \ 


n dk 


n 


sin 


^2 


ka 


式中 ，<0, 所以乏;轴上电子公有化运动速度是一负值，如图 1. 1. 67 所示。 




M 


k 


?C 


，即 Z 点对应的电子公有化运动速度绝对值最大 


(3) 电子有效质量 


m 


兑 

dk^ 


n 2 


2JVcos| 


2 


A 点，是 




，则 m # —co, 式中， < 0 , 故; ^ 轴上电子有效质量如图 1,1. 68 所示， 


其中;^(尸)= 


n 2 


2 J s a 2 




n 2 


2 J s a z 


( 4 ) 在 D 轴方向上作用一恒定电场 e， 电子受到电场力 


F 


ee 


电子加速度 


a 


F 


ee X 2 J s a z cos 

^Jka 


2 


m 


P 
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也即々随£线性变化，即在 々空间 ，所有电子状态随时间以相同的速度反电场方向运动， 
如图 1.1. 71 ( a ) 所示，而当电子运动到布里渊区边界(如4处），则它被反射而在布里渊区 
另一端 G 4') 处出现， A 处的状态与 A ' 处的状态完全相同，因此电子在&空间就是如此周 
期性运动着. 



图 1.1,71 

由于在外电场 e 作用下，电子状态不断变化，因此其速度也在不断变化， 

如图 l . l . 7 l ( b ) 所示，即电子速度一会儿为正，一会儿为负，因此电子在真实空间的运动 
也时呈周期性的. 

(2) 有散射 情况. 

实际上，并未观察到上述振荡，这是因为晶体中存在各种散射机制，上面的运动方程 
只是在散射之间成立，而散射之间的平均时间很短，以至于电子波矢只移动了倒格矢中的 
一小部分就被散射，故难以产生上述振荡. 

电场强度“小”的意思是指不使电子获得足够的能量而跃迁到髙能支上 • 在实际晶体 
中是具有多支能带的，若电场足够大的话，就会使电子发生跃迁.根据固体理论中的推 
导，使电子不发生跃迁的条件是 

卿《 L ^ P ( k )^/ E F 

1.1.98 设有一维晶体的电子能带可写成 

£a) = £(i _cos ^ + i cos2 

式中 a 式晶格常数. 试求： 

(1) 能带的 宽度； 

(2) 电子在波矢 A 的状态时的速度； 

(3) 能带底部和顶部电子的有效 质量； 

(4) 若晶格常数 5 A ，当外加 i 0 2 V / m 和 10 7 V / m 电场时，试分别估计电子自能 
带底运动到能带顶所需的时间 • 

解 （1) 由极值条件 


得 

sinka — 

4 


dE ( k ) 

~dk^ 


0 


\ n 2 ka = sin^a ♦ 1 一 jcosk = 0, 
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当句=10 7 ¥/饥 


3. 14 X 1,055 X 1CT 34 


8. 32 X l(T 13 (s) 


2. 5 X 10~ 10 X 1. 6 X 10 一 19 X 10 7 
1.1. 99设晶体电子有一统一有效质董^^，这时若有一个恒定磁场射入，试证明晶 
体电子能带将分裂成许多磁次能带，求出电子迴旋共振频率，并给晶体电子在磁场中发生 
迴旋共振现象予以量子解释 • 

解在磁场作用下，晶体电子的有效质量方程为 


2nt 


7 ( — 访 ▽ + eA^Fir) = EF(r) 


i?( r ) 是晶体电子波函数的包络波，£表示电子能量本征值与导带底 d =0) 的能童之差 • 
若设磁场在2方向上，及产万产©，丑*=刀，可选矢势4为 
们满足则方程为 


2 m 


(- 汸 ▽一 eBylYFir) = EF{r) 


[- 


砉铲-，垚+管 


F(r) = EF(r) 


设试探解 • fO )， 代入方程，消去指数项 

一趑一衫十 + —^ y 9<y^ 


方 2 


2 m 


e 2 B 2 y 2 

2 m " 


9(y} = Efiy^) 


令 : y=y +yoyy 2 =y lJ r2y 0 y l +W ， 则 

Hk^eBy . e z B 2 y 2 


m 




2 m 


nk^eBy 1 { nk^By 0 , e z B z y 2 , K e z B 2 y\ 


m 


m 


2 m 


« 


2 m p 


2 m 


« 


—y 2 + ^yl + 给⑽ x + eByo^y 1 + 


2m 


2 m 


m 


m 


若设: y 。 


•x 


■ 

eB 

e 2 B z • e 2 B 2 

2 ^ y + 2^ 

于是上述薛定谔方程 

方 2 


，上式含 y 项等于0,而且上式等于 


♦ j ^ • 


% k x 


2 


eB 


+ 


Tlk^eB 


m 


nk x \ e 2 B 2 

eBI~ 


y 


n 2 kl 


2m 




dy 

7i z d z gKy r ) , e 2 B 2 > 2 


2m 


7 y 


z 


2 m 


« 




n 2 ki 

2m 7 

n z ki 

2m* 


fCy r ) ― EfCy) 

% y ) 


eB 


若叫二 f ， 则方程变为 




*2 l 2 

五 —= 丑 , foo 


式中 e ， 与 y 坐标 无关. 上式就是简谐振子的薛定谔方程，能量本征值 


E r = En = 7ico € 




n — 0 山 2, 
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取极值点能量为0,在磁场中，电子能童表达式. 

£ = E » = P + ^( n + i) 


显然这是表示电子离开导带底的能量，从电子能童表示式看出，在磁场中运动的电子由于 

它在磁场方向上不受磁场力作用，电子在磁场方向上仍可自由运动，相应能量为^•但 

是在垂直磁场的平面上，电子运动收到约束，能量发生量子化，即产生朗道能级，能级间的 
间隔等于(拉^). 

我们可以把电子能量画出图来，对于 k z = 0 的电子态，是一组等距的直线，但对于^ 
#0电子态，电子能量是一组间距等于; r 叫的抛 物线. 这就是说导带将分裂为很多子带. 
每个 n 对应一个子带，称朗道次能带，如图 1.1. 72所示 • 


E 

« 

n=3 

1 

1 

rr^l 

\ 

ft=l 


n=0 

个 



先=0 



图 1.1.72 

从量子力学来看电子迴旋共振的实质是，当磁场交变频率 为叫时 ，电子将从磁场中 
吸收 or 叫)能量，而在朗道能级之间 跃迁. 显然，从叫=_得知，交变磁场强度£和交变 

771 

频率叫，则可得出电子的有效质量，这就是电子迴旋共振法测量半导体电子有效质量的 
原理. 

1 . 1.100 设电子等能面为椭球 


E ( k ) = 


mi 毯 

2 m { 2nt2 tml 


式中 k x ， k y ， k z 是相互垂直主轴，若外加磁场相对于椭球主轴的方向佘弦分别为 cosa , cos /3 
和 cos 7 . 证明电子绕磁场迴旋共振频率为 


其中 



1 = I cos z a + mjcos z fi + 夠 * cos 2 y j i 

\ m[ ml ml I 

称为电子迴旋共振频率有效 质量. 

解当导带底不在 A =0,等能面往往是一椭球.如题设，可选择适当坐标，把 晶体电 
子在磁场中运动的有效质量方程写为 
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2 ITT (- 访 ▽*• + eA t ) 2 F(r) = EF(r) 

iZl 

作如下变换： 

A = x ; = 撼 a 

其哈密顿量化为 

= ^r(-iHV 3 +eA ) 2 + ^t(-^V 2 + M 2 )^ + ^(-^3 + ^ 

= iS '(- i 7 E V 5 Vi+eAi ) + i ^ S ：( _ ar ^/ 5 v^+eA，2 ) 

+ is (~ m / J ^ V3+eA \ 

=i (_i7rVi+M；)2 + ^<-^V ； + e4) 2 + ^(-i^ V 3 + ^) 2 

= i ( - i7tv，+ ^ /)2 

有效质量方程 


2 nii 


、（一汸 ▽，+ eA f ) z F{r f ) = EF (/ ) 


这正是自由电子在磁场下的运动方程，根据 l , i . 卯题的结果，则迴旋共振频率叫为 

eB ( ( 


^ = -- -亡 (抑 +玢+莳) 

771q T/Iq 


我们知道 


V X A = B 


V X A 


i i 主 

d X d y d z 
A \ A % - A3 


故 


B , 


3 ^4 3 3 Az 

3 y d z 


a 



m 0 


A f 3 


d 



2 



dJ ^ y 1 


a 



m Q 


Vm £ mi _( 3 A ^ 
m 0 \ dy f 


SA 2 

dz f 


Vm ^ 


m 0 




同理 
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B 5 = y^~ z -B' 3 


所以 


B [ 


hn ' 


B U B， Z 


vW 


u 忽 




B z 


则 


eB i 


= — (B\ 2 + B'i 4 - B'i)i 

mo 


V m 


B \ + 


ym { 


BI + 




B \ 


e 


^frn 

I 

eB 




B 

B 


m s 


Nm { 


(miCOs 2 a + m/cos 2 /? + ml cos 2 /) 


m z m % 


其中 cosa =| ■是磁场与 h 轴的夹角余弦， cos 沒是磁场与 b 轴的夹角余弦， C 0 S 7 


B 


是磁场与 t 轴的夹角余弦. 
如果引入 


m*cos 2 tt + ml cos 2 fi + m/cos 2 / 


x 1 


m 3 


则 


eB 


称为电子迴旋共振有效 质量. 这表明，当能量极值点不在^ =0时，有效质量有方向 
性，但它在磁场下还会发生迴旋共振，就像质量为 m * 的自由电子迴旋共振一样，不过这 
个取值不仅与有关，还与磁场取向 有关. 

1 . 1 _ 101 试推导磁场 5 在[1，0,0]方向上，进行半导体硅电子遒旋共振实验来测定 
硅电子纵向有效质董和横向有效质 童;^ 计算 式子. 

解如1.1.100题中;^公式表明，电子迴旋共振质量 ? ^不仅与 ? ^,;^，饥/有关, 
而且还与磁场取向有关 • 由于晶体对称性，相对于同一能董值的极值点可以不止一个，例 
如半导体带底可有多个，这样对于同一磁场取向，不同极值与它的夹角就会不同，的大 
小也就不同，于是迴旋共振的频率就会有 几个. 换句话说，在半导体电子迴旋共振实验曲 
线上，同样一个方向磁场会出现几个共振峰. 

_ 半导体硅有6个导带底,分布在 [1，0,0],[ T ,0,0],[0，1,0]，[0, I ，0]，[0,0，1],[0»0, 
1]6个对称轴上,因此导带底附近电子等能面是以这6个对称轴为纵轴的旋转椭球，硅电 
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子有两个有效质量，即纵轴方向的纵向有效质量和垂直纵轴的两个夹角为4的方向 


上的横向有效质量 

取 I 为旋转椭球纵轴，有 m / 
振有效质量 m •公式 


I = m ； 代入 1. L 100题中的电子迴旋共 


( m ^ cos^aj + m 2 # cos 2 Qr 2 + m 3 f cos 2 of 3 )2 


m { m 2 ml 


1 

m t ^[mi 
1 

m t /s fmi 


[^(cos 2 ^ + cos 2 a z ) + miCOS z a z 2 


[m t {l — cos 2 a 3 ) + mtCOS 2 a{] 




^sftni 


[m t siti z a 3 + m ； cos 2 a 3 ] 




丄 


_ —sin 2 ^ 3 + cos 2 泛 3 

t - 


( 1 ) 


从公式看出，电子迴旋共振頻率除与 m ” m 有关外，仅与磁场与旋转对称轴夹角有关 • 
现在来^磁场及在 [1,0,0] 方向上与硅电子导带底所处的6个对称轴的夹角佘弦. 
与[1,0,0],[1,0,0]两个导带底 


cosa 3 


1 X 1+0 X 0+0 X 0 
. 2 + 0 2 + 0 2 VI 2 + 0 2 + 0 


cosa 3 


cosa 3 


cos« 3 = - ,1—X (-D + 0XQ + 0X0 ===1 

1? + o 2 + o 2 o 2 + o 2 
与 [o ， i ， o] ， [o ， T ， o] ， [o,o,i] ， [o,o ， T] 

cosg 马。十 oxi + oxo 一 i 

Vi 2 + o 2 + o 2 Vo 2 + l 2 + o 2 

cos« 3 = - 1X0 + 0X ( 二 1) + 0X0 

Vi 2 + o 2 + o 2 Vo 2 + (— i ) 2 + o 2 

rcos 2 a « =2 0 

c 。⑽一 一 1X0+0X0 + 0X1 A 3 

eos«3 一 - — — 2=5 0 

Vi 2 + o 2 + o 2 Vo 2 + o 2 + i 2 

cos« 3 = 一 1X0+0X0 + 0X (-1) 

VF+ o 2 + o 2 Vo z + o 2 + (— i ) 2 , 

cos 2 ^ 有两个值，表明磁场在 [1，0,0] 方向上的电子迴旋共振实验将观察到两个共振 
峰，由迴旋共振频率公式 

eB 


： OS^s 


cosa 3 


COS«3 


分别得到两个电子迴旋共振有效质量和^!2 •即 


eBz 
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汉和艮 是各不相等的磁场强度，相应不同的两个电子迴旋共振频率，代入 a ) 公式，得到 
( a ) 当 cos 2 a 3 = l ， sin 2 <? 3 = 0 

丄_丄」 


m t 


m x 


( b ) 当 cos 2 a 3 = 0 tsin 2 ff 3 — 1 


nit 

mi 


2 


所以 


mi 


m t m { 

其中 "和; ^ 是硅电子迴旋共振实验值，测得硅电子的纵向和横向有效质量为 


mi 


nti 


1. L 102如果 n 型锗导带极值在[1，1，1]轴上及相应的对称方向上,迴旋共振的实 
验结果如何？ 

解半导体锗有4个寻带底，分别在 S 个对称轴布里渊区边界上，各占有半个导带底. 

这 8 个对 称轴是 [i ， ia] ， [T ， T ， T],[:i,TJMT,i ， i] ， [T ， i ， T] ， [i ， T ， i] ， D ， T ， i]* 

如题解 1. 1. 100所述，电子迴旋共振将于磁场取向有关，电子迴旋共振有效质量归结 
于 COS «3 的计算，于是电子迴旋共振的实验结果 如下： 

(1) 磁场[1，1,1] 


COS « 3 = 士 1，士 7,两个吸收峰 


(2) 磁场[1，1，0] 


cosa 3 = 0 , 士 7 ,两个吸收峰 


(3) 磁场[0,0,1] 


cosa 3 =士 V, —个吸收峰 


(4) 磁场任意取向 • 

cos « 3 有4个值(每一个值相对两个椭球），四个吸收峰 
L 1. 103有磁场存在时，布洛赫电子在 ife 空间运动同时还在 f 空间运动，试讨论这 
个运动 • 特别要证明， r 空间的轨道处在一个平行于 A 空间的轨道平面内.这两个轨道的 


形状是相同的，只不过 r 空间的轨道相对于另一个轨道转动了一+角度并扩展 

了一个线性比例因子 CB 是磁场强度) • 

解 
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F = — eiv X B) 


n 


dk 




dt 


e(v X B) 




e[ f t XB 




rjL+rpr 丄， r // 分别指垂直与平行于的轨道 


^dk 


e 


也丄 k 


// 




<k 


X B 


即 


n 


dk 

dt 


ed ~ t XB 


这时都在平行于 1? 的平面内，所以电子在 r 空间轨道与在 A 空间轨道平面平行•则 


nf 


△r 


盖 Msin f 


Ar = sin 


n \ 7i 
2)eB 


M 


可见, r 空间的轨道相对于▲空间轨道转动了一个角度(一~||，扩展了倍. 

1.1. 104试证在磁场中运动的布洛赫电子，在 ife 空间中轨迹面积&和在 r 空间的轨 
迹面积丄之间关系为 

' n 


A n 


eB 


S D 


式中 5 是磁场强度. 

解在磁场中电子受到洛仑兹力的作用.由晶体电子准经典运动方程 


n ^ = ~ eivXB ) ^~ e ( ft XB 


两边对时间/积分得 


Jik = — er X B 

在垂直 B 的平面内，线元 Ar 与 M 的关系为 


△r 


eB 


M 


所以电子在 A 空间中的轨道面积和在 r 空间中的轨道面积之间有如下 关系: 




㈤ 


2 


5„ 


M .105 (1) 根据自由电子模型计算钠的德哈斯-范阿尔芬效应的周期 △ 

是体心立方结构，晶格常数为 a =5. 22 A ) ! 

(2) 对于 S =1 T , 在其实空间中电子运动轨迹面积有多大？ 

解 


B 


(1) 德哈斯-范阿尔芬效应的振荡周期 


A 


\B 


eft 


mEf 
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先求得钠金属费米能，在自由电子模型下 

n 2 k z 


E(k) 


2m 


设费米球半径为知，则有 


V 


(2穴） 




N 


AT 是钠晶体中电子数目，故 




27r| ^ 


N 

V 


其中，” = 祭为电子浓度，即 


— (3n?c 2 ) 3 


2 


Na 金属是体心结构，一个原胞中含有2个电子，>，故 


钠金厲费米能 


是 F = 

= (3n?r 2 ) 3 = (3 

n 2 H 

n 2 . l. 24 2 - 7t : 

2m 

2ma 2 

3-37 X 1(T 19 (D = 2 




n 




n 


1-240 


7 C 


(1^05 X 10" 34 ) 2 X 1,24 2 X 3,14 2 
2 X 9-11 X 10^ 31 X (5 - 22 X 1( T 10 ) 


由德哈斯-范阿尔芬效应周期公式 

eli 


A! t 


mEjt 


4. 62 X 10 


1,6 X 10— 19 X 1,05 X 1 Q ~ 34 
9.11 X 1 CT 31 X 2.1 X 1.9 X 10 -19 

m 2 


V *s 


4. 62 X 10_ 5 ( T ) 


(2) 电子在 A 空间运动轨迹面积 


5 f 


2 Tze 


2 X 3-14 X 1-6 X 10 


19 


友厶 


L 05 X 1 CT 34 X 4, 62 X 1 (T 


Bl 

= 2. 08 X 10 20 ( m - 2 ) 
电子在实空间运动轨迹面积由题解 1.1.104 


1. 08 X 10 i 6 ( cnr 2 ) 


A 


n 

7b 


2 


Sf 


L 05 X 10‘ 34 
1. 6 X 10 一 19 X 1 


X 2- 08 X 10 20 = 8‘ 96 X 10^ n ( m 2 ) 


第七节自由电子论和固体电子输运性质 

1, 1. 106 (1) 假定每个原子只有一个电子，画出格常数为《 维简单正方格子的费 
米面(实际上是线）,并分别表示出周期场非常弱及较强情况； 

(2) 假定温度降低时，发生结构相变，每个原子移动了一个小距离 e , 移到新的位置 
X ，如图 1.1. 73. 计算低温相(即图 1.1. 73中 X 所代表的结构)的几何结构 因子； 
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(3) 对这种结构相变所引起的费米面变化进行 讨论. 

解 （1) 如图 1.1. 73所示晶格常数为 a 的二维正方格子中，假设包含有 W 个原子， 

其面积等于一个原子贡献一个电子，正方格子中一共有 AT 个电子，如果是自由电 

子，则应填充费米半径为知的费米圆， 

X7 n v. A ，2 k\A 
N = 2x = ^ 


k — a ― H 




图 1-1.73 

式中 A 是二维格子的面积，则其电子浓度 n = f ，代入上式有 

是 I = 2^n 

所以费米圆半径决定于晶格中电子的浓度.对正方二维格子则 

CL 


是 F 


V 2 ^c 


二维正方格子的倒格子仍为正方格子，倒格子基矢长度，代入上式，费米圆半 


径 


是 F 


赵令 V2?c 


2丌 


^/2 n 


fi . 


0. 80 


所以费米面(线)在第一布里渊区之内.当晶格周期势很弱时，费米面近似为一个圆，如图 
1.1. 74( a ) 所示. 但若周期势场强时，在费米面接近布里渊区边界时发生畸变，向边界突 
出，见图 1.1.74( b ). 、 

(2) 温度降低，发生结构相变，每个原子移动了一个小的距离 e ， 移动到新的位置 X ， 
如图 1.1. 75,这时相邻原子的位形不同，简单二维格子转化为复式结构•图 1.1. 75画出 
它的一个原胞取坐标轴如图，原胞基矢 ' 

fli = a(i + jr)» a 2 = a {— i + y) 

新相原胞边长为个角顶原子位形相同，但都与原胞内的原子位形不同.角顶原 
子只有1/4厲于该原胞，所以原胞内包含两个位形不同的 原子. 新相是复式二维格子，取 



个毛 


个屯 








第一布里渊区 


( b ) 


图 1，1、74 


A 、 


\ 


图 1.1-75 

其一原子为原点 o , 原胞内原子位置 

^ = Oi + Qjy 即（0,0) 

r 2 — Oi + (a — 2e)j, 即 （0 ，a — 2 e ) 

按定义 fl ,，• ~=2 tt 知，新相二维格子的倒格矢 

b\ == ~~{i + j), b z = —( — i + j) 

O d 


倒袼子仍为正方袼子 • 倒格矢长度 


1^11 = 1^1 




2 n 

^/Ya 




结构因子 


$ = 2 eiCA，r, ' 

I 

t 

式中仏 为新相倒格矢, AM 取整数，故 

5= 2 W :' 


1 +e 
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1 +e 


2 $) 


1 +(- 1 ) 




(3) 新相原胞面积 W =-( VTa ) 2 = 2 a 2 , 包含 2 个电子，故其电子浓度 V = 


2 a 


与相变前二维格子电子浓度相同，故费米圆面积未变，费米半径不变，但新相倒格矢长度 


为 y 




a 


，所以费米圆半径与新相倒格矢长度的关系与前不同，即 


是 F 


V 2 w 



2 


a 


V^tT 


2a 






~ 1,13 


f b ( 


于是费米面穿过第一布里渊区，进入第二布里渊区，见图 1.1. 76 


第二布里渊区 




X 

X 

V 



吾 


第一布里渊区 


图 1. L 76 

如图1‘1.76，倒格点(1，0)，（一1，0)，（0，1),(0，一1)是第一布里渊区边界与第二布 

里渊区边界的相交点 • 取 = (士 1,0) 和 ( A ,« = (0, 士 1), 则结构因子 

F = 1 - 

当 e 很小时,所以0,因此在边界处能隙很小 • 

1.1*107 金属钠是体心立方结构，晶格常数是 4.25 Xl ( T 8 cni ， 求传导电子浓度.假 
定每一个原子贡献一个传导电子，将用传导电子的自由电子气模型，推导 r =0 K 时费米 
能的表示式，由此说明它只与传导电子浓度有关而与晶体体积无关 • 

解传导电子浓度为 

n= (i ： "25x"l0^)^ = 2k6X !0 28 (m—3) 

按自由电子气模型，晶体中能量 E — E + dE 之间的电子数为 

dN^ CE 1/2 f(E)dE 
其中， C =4 tcV (2 饥 ) 3/2 / A 3 , 在： T=OK 时 

/( E ) = 1， E < E f 
f ( E ) = 0， E > E f 
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因此在 E< Et 时， dW=C£ 1/2 <lE. 


N 


所以总电子数为 

4 

= f CE 1/z dE = -|c(£|) 3/: 


掷即为 ：r=OK 时系统的费米能，考虑到(: =47t(2 历 ) 3/2 /A 3 , 并令72 = #，则可得到 


h^l^n 
2fn\ 8^c 


2/3 


2 m 


(37C 2 n) 2/3 


(1. 05 X 10~ 27 ) 2 (3 冗 2 X 26 X 10 21 ) 

2 X 9.1 X 10_ 2a X 1. 6 X 10 -12 


• 18(eV) 


由五纟的表示式可知只与传导电子浓度有关，而与晶体的体积无关. 

1.1. 108若把银看成具有球形费米面的单价金属，计算以下 各童： 

(1) 费米能和费米温度 j 

(2) 费米球半径》 

(3) 费米速度； 

(4) 在室温及低温时电子的平均自由程. 

银的密度 = 10. 味/咖 3 ，原子量=107.87，电阻率=1.61父10-%. cm (在 295K)， 和 
电阻率 = 0. 038X10— 6 0 ♦ cm (在 20K )• 

解 银的电子浓度 = j^^X6.022X10 23 = 5.86X10 22 /cm 3 

(1) 费 米能五 f 和费米温度 T f 

£f= 吾 (3 兀 2 打 )1 = X <3 X 3 * 142 X 5. 86 X 10 22 )l 


8. 747 X 10 


46eV 


T F 


£p 


5,46 

8*617 X 10 


• 34 X 10 4 K 


(2) 费米球 半径和 




叫 SI 


2it[ ^ X 5^ 86 X 10 22 


1-2 X lOHcm— 1 ) 


(3) 费米速度 w 




LOS X 10_ 3 ‘ X 1. 2 X 10; 

dl ( T 3s 


1- 38 X 10 8 (cm/s) 


(4) 金属自由电子论 


1 ne z r 


则 


ne 


在 295 尺 
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1 


1 


61 X 10~ 6 ne 
77 X 10— 4 (s) 


. 61 X 10 


X 


9. 1 X 1CT 35 


5. 86 X 10 22 X (1.6 X 10 一 19 ) 


A= « F r = 1. 38 X 10 8 X 3. 77 X 1CT 14 = 5-2 X lCT 6 (cm) = 520(A) 

同理 20 K 下 

r= L 596 X 10~ I2 s 

1. 38 X 10 8 X 1. 596 X 10 -12 = 2. 20 X 10~ 4 (cm) = 2. 2 X 10 4 (A) 

1-1* 109 在低温下金属钾的摩尔电子热容的实验结果为 C (： =-2.08 rniJ/mol • K ， 由 
X 射线衍射实验测得其晶格常数 a -5. 333 A . 试在自由电子气模型下估箅钾的费米温度 
7 V ， 钾的导带电子有效质量，费米速度砂和费米面上的能态密度 p(£ F )• 

解 （1) 费米温度7> 

在自由电子气模型里，1摩尔金属电子对比热贡献 


Ce 


警现 


是 B 


T 




钾一价,2=1，凡知=及，故 


n Z D 

2. 08 T =請 • T 7 


所以 


T ? 


^ Z R 3,14 2 X 8. 314 


♦ 97 X 10 4 (K) 


2c e 2 X 2^ 08 X 1CT 3 

(2) 电子有效质量 

自由电子气模型中，费米球大小决定于金属中电子密度，其费米波矢 


kp = (3n?t 2 ) 


^2 


钾金属为体心立方结构,体积为 a % 晶胞中含有2个电子,《 =今，则 


k 产 


(3 X > 


3 


It 


il 

a 




1-240 


3 T 

a 


♦ 240 X 


3-14 


• 333 X 10" 


7-31 X 10 9 (m—) 


又 




n l k \ 

2m 7 


是 bTf 


故 


n z H 

2^7V 


(1- 055 X 10- 34 ) 2 X (7. 31 X 10 9 ) 2 
2 X 1- 38 X 10" 23 X L 97 X 10 4 


• 0939 X 10^ 30 = 1. 2m 


式中 m 0 为电子静止质量. 
(3) 费米速度 w 


VP 


P ? 


: F 


m 


1, 055 X 10" 34 X 7, 31 X 10 
1.0939 X 1CT 30 
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= 7- 05 X 10 5 (m/s) - 0. 705 X 10 8 (cm/s) 

(4) 能态密度发 CEf ) 

由题解 1.1. 83金属自由电子气能态密度公式 
祕卜 M2pl E l 

in(2m 9 )hk h T^)2 
一 A 3 

= 4 X 3,14 X (2 X 1. 0939 X 10~ 3 °)f X (1. 38 X 10_ 23 X 1. 97 X 10 4 )1 
_ (6. 626 X 10 ~ u y 

= 7. 28478 X lO^CJ- 1 • m- 3 ) = 1. 17 X 10 28 (eVH • m -3 ) 

=1. 17 X 10 22 (eV - 1 • m -3 ) 

1.1.110 在绝对零度下： 


(1) 证明金属自由电子气的压强= 其中£7。为电子气的总能量， V 为金属体 

积； 


(2) 证明电子气的体积弹性模量 = 

(3) 钾金属电子浓度为 1.40X10 22 cm 3 , 计算夕和 
解 （1) 根据热力学关系式 


: r=o 时 


dU = Tds — pdV 


p —— 


dll 

dV 


电子气基态能量 


U 0 = NE 

式中互是电子气的电子平均能董，#是自由电子数目•: r=o 时，费米能级£纟以下能级全 


被电子占据， / ce )= i ， 捣以上全空, /( 丑)=0,则 



E • p(E)dE 
'^p(E)dE 


在金属自由电子气中，电子能量表达式五，相应的能态密度〆 
(参见题解 1.1. 83), 故 


E 


U 

N 




E • CEzdE 




•砗 


p(E)dE 


音轉 




5 


应用费米能级公式 


固体物理及物理量测童 


^ = £ (3 ^ )|= £( 


3« 


zK 


3 


则电子气总能量 


U 0 


m 舍斟 ^• 音•盖 


3 = 音 .£( 扣 2 


^1) 

▼I 


所以电子气压强 


3U 

dV 


丄3 
BV[J^ 


2 tn 


3« 2 



£(-^) 


•37 


3V 


另外 




£(# 2 攀 


3 


2 2 7 i 2 , 0 2N i Ns 


有 




Sm 


(3n 2 yN^ 


这是 r =0 K 时的自由电子气的状态方程，更一般的 p ， V ， T 间的关系式(状态方程) 
可以在 T^OK 时推导出，为 


• vi 


1 + 


TV 


12l7V 


其中 


扣 £ (37t2)fNl 


(2) 电子气体积弹性模量 


上3友 2 

dVlJ^ 37r， 


K ^~ v lv — v Mj£ l [^^f 'w. 

音 £ (3 ^ l)f • I •(- I 卜 ]X (- TO 


立 lif 
5 2 m \ 


3 艽 2 


A[t 

IT] 


3 




= \ p 

(3) 钾金属自^电子气压强和体积弹性模童 

&迎 = iM -公 L . A F o — 2 友 2 , 0 2 、立 1 ^ 

P 3 V 3^ _ 3 F 5 £f ~ 5 £f = 7 n - 2^ (s，cw)3 = Tw C 3 ^ )3，ws 

=x^O- 3 ' X ( 3 x 3 .14 2 )t X (1. 4 X 10 28 )l 

=1. 90 X 10 9 ( N / m 2 ) 

=1. 90 X 10 4 ( atm ) 

I - /* = J X 1. 90 - 3. 17 X 10 4 ( atm ) 



绝对零度下电子气体内能 
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17 - N • = 

5 


5 2 m 



表明，随着金属体积被压缩，自由电子气总的能董(内能)很快增大(式中 w 不变)，从 
而表现出自由电子气体具有比较大的压强.当然在实际金属当中，除了自由电子气对压 
强有贡献之外，金属原子间的其他结合能也会对压强由贡献，对于一些碱金属晶体，自由 
电子气理论给出的体积弹性模量与实验近似相符. 

M.m 考虑相距为&的原子有规则地组成一维金属，每个原子有一个价电子，使 
用紧束缚近似，原子波函数具有少 (r 一尺)的形式，其中及,是第纟个原子的原子核的位置 
(足，假定核位置固定），并进一步假定 


V " (r - RdH^ir - i? ; )d 3 r =一 丑 0 


RdH 平 (x — R i + l ) d 3 r = — F 


少 * (r 一 R ; ) H^Xr - R i + i ) d s r - 0,对 j ^2 

•i 

其中， H 是哈密顿量.计算 

(1) 电子能带结构(句对灸）； 

(2) 电子态 密度； 

(3) 电子对结合能的贡献(相 对于一 丑 。 h 

(4) 电子对比热的黄献(假定乂 
解 （1) 紧束缚法是以布洛赫波的和 

^ - Rl) 

作为基函数， ' 


少*(文）= 2冰 

这里是一维特殊情况，且原子波函数只 有二种 少 (r 一兄■)，所以 


电子波函数为 


<Pkir ) = 


VN 


一氏) 



故 


^ k ( r ) =乏>嵫(只有一神) 

t 

E(k)^ k 




= —CEo + 2Vcos 姑) 

上面的结果利用了题目所给的几个条件. 


( 2 ) pikydk^T^dk 
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k 空间态密度可由周期性边界条件而来，化为能量态密度则为 

_ 1 dE 


p(E)dE 


Z d E/d k 


dEjk) 

dk 


ZbVsinkb 


故 


P(E) 


2itbVsmkb 


考虑到自旋后 


P ( E ) 


nbVsinkb 


nbV 



E + E,\ 
2V 


(3) 设总共有 AT 个原子 


N = L 


p(E)dE = Nb 


，紀 o 

— dk 

o 艽 


故 


k f 


7 C 

2b 


E m = L 


(靡 ^ 


五 。-引 


每个电子对总能的贡献为 


€ 


E 0 


4 V 


7T 


所以对结合能的贡献为 


(4) Eta=L 


^ S 0 ^2 v 

-£ 0 〜加 


n « • ep ( e)de 


其中 




+ 1 


在 (3) 中没有使用 m ， 因假设一般温度下, n «〜 l , 现在求比热，要考虑此项 
根据费米积分公式(一些固体物理教科书上有推导），我们有 




H(e)n t de 


( H ( e ) d € + v ^ bT 1 ) 2 ^^) 


7 n A 

360 


(hTrn^iM) + …] <k 


因此 


Etu ^ L 






E 


一尽 一 2 v nbV ai 1 





E + E 0 \ 2 


2V 
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N 


CE2f(E)dE = C 


2 

3 


f(E)d(Ez) 


C 


AE)Ez 


4 3/( 五) 
3E 


dE 


C • 4 • £; 




1 + 


7C 2 / k B T 

8 \ Ef 


在绝对零度 cr = o ) 时 


N 


丄 9 ^ 

CEzdE = C • 4^ 2 


N 不变，由 （1) 和 （2) 式，得 


= £ P 


1 + 



k B T 

五 F ^ 


1 


在 a b t 《 e f 的情况下， 


JEp 


_ 

e° f 

m 


1 + 


it 2 (k h T 
8 \ £ F 


一 i 


勿 E % 




i 


2 


m 

_ 


( 1 ) 

( 2 ) 


上面推导忽略 (g j 4 以上多次项.一般£纟为几个电子伏，室温时 ( ^ j 仅仅是1% 

的数量级，二次项已非常微小， £ F 和十分接近, £ f 随温度改变 很小. 虽然如此，电子热 
容量计算必须考虑这个变化. 

1.1. 114由低温比热实验测得银及铯的电子摩尔热容量分别是 0^ = 0. 65 T ( mJ / 

mob K ) 及 C ?=2. 38 7 XmJ/mol • K )• 而室温下利用光电效应测得它们的光电效应阈值 
分别为 4. 8 eV 及 1.8 eV . 

(1) 分别求银与铯的£?及功函数 ； 

(2) 若把银与铯两种金属接触在一起，求室温下他们的接触电势差； 

(3) 求出接触电势差与温度间的依赖关系； 

(4) 求出银-铯接触电势差随温度的变化速率； 

(5) 如果用银•■铯组成一个电热偶，求 1000 X ： 时的温差电动势. 

解 （1) 由低温金属电子比热求得其值，指标1为银，指标2为铯•应用金属自由 
电子气推得金属电子低温比热为 


Oy 


K z T 

j ZR n 


n z ZRk h 

7~ eT 


•T 


铯与银的每个原子只含一个电子,2«1，故 



[一 (3. 14) 2 X 8. 31 X b 38 X 1'0 一 23 
斟一 2 


X 


Z 

e° f 


所以 


= 5- 65 X 10 一 22 


T 


(邱)如=% = = 8. 69 X 10— 19 ( J ) = 5. 4( eV ) 
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= E 0 F2 = 5 2 H 二 = 2 = 2. 37 X 10— ig ( J ) = 1. 48(eV) 

由室温下光电效应实验得知，银和铯的功 函数： 

= 4. 8eV 


和 


W^^l. 8eV 

(2) 室温下，银和铯的接触电势差 


Vcs-Ag =丄 （ w ^ 8 — W^) = -(4* 8 — 1. 8) = 3(V) 

公 e 


铯金属为正，银金属为负 

(3) 图 1. 1. 77给出了量子统计对金属功函数做 
出的解释. 

w =^ x - e f 

尤是势阱的深度，故其接触电势差 

^ 21 == ~(W 1 -W 2 ) = +( 五 f 2 - £ Fi + ^ - Xz) 

cT w 


W ^ X - B f 




% 

_： 






图 1.1. 77 


由题解 1.1.113 费米能级随温度变化关系得到两块金属接触电势差与温度间的依赖关系 


V 21 


« 2 


€ 


[ 邱 2 — 砰 ] +. 合 0fe B 7，) 




+ (Xi — Xi) 


( 1 ) 


其中 


n = 7 { ei z - + d ) 

是绝对零度下的接触电势差，其中 i 和心对温度不敏感. 

(4) 上面 7 21 对： T 求导数，则接触电势差随温度的变化速率为 

dVzi _ f E K - E h 2 
dT — 6,蟀蟀•知 r 

代入银与铯的五纟值，则铯与银接触电势差随温度的变化率 

dVcs-Aa 丌 2 (^f)cb ~ ™ 

~oT m)cs - (椏、 ^ kl%T 

= — (3. 14) 2 • (5. 4 — 1. 48) X (8. 615 X 10~ 5 ) 2 r 
~ 6 X 5. 4 X 1. 48 

一 5. 92 X 10— 9 * T(VA 2 ) 

( 5 ) 用银-铯组成的热电偶，其冷端插在冰中 0* C (273 K )， 而热端置于扩散炉样品室 
热端温度为 1000 a C (1273 K ), 依照 (1) 式，求出冷端的接触电势差 

WT= 273K)=^ + ^ - ⑽知 ] 

热端接触电势差 


WT = 1273 K )= Fg 8 _ A8 + ^ 尝0 临-(捣)知] 
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于是银-铯温差电偶温差电动势为 


e= elV^-^iT = 1273K) - V^-^T - 273K)] 

= I2e ( 邱 ) 知『 ㈤) a • (12732 — 273 2 )[ 渴 ) cs - ㈤ ) aJ 


(3 ‘ 14) 2 (1. 48 — 5. 4) X (8. 615 X 10~ 5 ) 2 

12 X 5.4 X 1.48 


X (1273 2 — 273 2 ) 


=- 4. 63 X 10— 3 (V) 

1- 1*115 证明，热发射电子在离开金属表面后其垂直于金属表面的平均能量为 
hT , 平行于金属表面的平均能量也是 k B T . 

解 

(1) 如图 1.1. 78, 在垂直于金属表面方向（取 
为 z 坐标)的电子，其能量 E ) X 才能热发射逸出 
金属表面 a 是金属电子势讲深度)，故其最小动量应 






W 



X 


为在 Z 方向上逸出的电子的平均能量 


丑丄 dv 




£丄 


N 


图 1,1.78 


其中#为单位面积单位时间蒸发的电子数目# 
i ^ yr > 2 e j ， w 是金属功函数，心是在％- 


V z 


+ dv z 速度区间内的电子，在单位时间逃出金属表面的电子数目 


dv 


v x dn = ^ * 2/ d * = % ^ fdp x dp y dp z = 嘉•念 • fAp x dp y Ap , 


式中利用 M = mv 关系.又，五 




E 


Pi + Pi 


>W + E r 


E - E f >W + 


pI + p 

2 m 


^ 一般为几个电子伏，室溫下 026 eV , 所以 £ F 》 A B r ， 故 




e *® T 


e * b t +1 


因此 


dv 


% 


B < ip ^ p y dp z 


又丑丄 


A 


2 m 


，故 


丑丄一 J S 


A P ^ Py ^ = 古丨 綠备 e — 吾 如办办 
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m z h % 




pj 

imk^T 


PtO 


pie ^ T dp 


~ pI + pI 
e ^ T dp, 


4 p y 


式中 px^—^lntX 


1 £L f cc ，」L 7r 

上式 




e ^ T dp x dp 


令 


a = r dpi , b 

Jp ^ 


pj+pl 

^^ T dpApy 


计算 A ， 设利用积分公式《6~如=^7(⑽一 1)， 其中 


2 mk^T 


，则 


A = (2mk h T) z e 


命 ( 1 


k B T 


+ 1 


计算& 


B 


pj 广 

^dpA 


pI 


^ T dp 


利用积分公式 


•抑 2 


du 



B — Ztrtitk^T 


故 




dv 


m z h % 


eV • 


(2 mk h Tye 




[k B T 


+ 1 • 2fnnksT 


4^( A B T ) 3 ( 2 + _ X _)^ 


h % 


hT 


于是 


丑丄 


Ex dv 


4 腿⑷了) 3 

~ A 5 


1 + ^ r ) 




N 


k B T 1 + 


k B TI 


甲 j 

= X + k B T 


如图所示 4 是金属导带底一个电子离开金属必须做的功，因此脱离金属的电子在垂直于 
金属表面的运动平均动能为 


£丄= k R T 


(2) 五 // = • 


丑 //d: 


N 


其中 


E = & N = i ^( yn 2 e -卷 

lm hr 
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E// dp 


'pi 十 W •: L 上 


2m A 3 


E—E^f 


dp a dpydp z 


m 2 h 3 


pApl + Pi) 


E 一 £p 


dp x dp y dp 


m z h z 


\p,ipl + pV> - 点 - 

^ dp x dp y dp z 


± 

e*B r 丄 
m 2 h 3 2 j 


pi 




^ T dp 2 x 


ple ^ dp s dp y + 


Zfnk^T 


Pie 2 ^ T dp s dp y 


e 鲁 


丄 
m 2 k 3 2 j 




其中 


利用积分公式 


求得 


同时 


利用积分公式 


和 


〜 2 


dpi • (A + 丑） 


A 


pl ^ ApAp y ,B 


pl^ApAPy 


Je^dw 


Plo 




dpi = 2mk B Te ^ 


A ~ pie 2mk ^ T dp x 



•4 


^dp 


M 2 e 一如 di 4 


la 



求得 


同理 


故 


du 



A 


2a 




n 


2 a 




2n(mk B T) z 


B = 2nimk h T) 2 


E// dv 


e 备 


1 


2m 忌 B T • e ^ T A7 ： (mk B Ty 


迦 (々 B T ) V 卷 

h 3 e 




于是由 
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乜 // = 


E// dv 
N 


= k B T 


所以热发射电子平行于表面的平均动能为 (feT ). 

II 116 在金属的自由电子模型中，假定传导电子可近似的看作是自由电子气，其 
中最重要的参数是电子数密度》及两次碰撞之间的时间 r . 试导出金属电导率的表示式 

ne z r 

(j = — 

m 

估计铜中电子的弛豫时间 r •铜的电阻率为 1. 7 X 10 _ s O • cm , 铜的原子密度为 8. 5 X 10 22 

cm — 夂 


解对于自由电子，动量夕和波矢 A 的关系为 


在外力 F 作用下的运动方程为 


p = 7ik 






dk 


即由于外力作用，所有电子的*值在平行于力 F 的方向上由所增加.但是，电子又通过碰 

撞回复到他们原来的状态而达到平衡态，如果碰撞的弛豫时间为 r ， 则波矢*的平衡位移 
為 k 为 




¥ 

相应地，速度变化为 




= — = - 

m 

!秘 = —^F 
mm 

若外加电场为 e ，则作用在每个电子上的力为 



F =- 

— ee 

由此引起的电流密度为 

j =一 nehv = 

ne z T 

: e — 

m 

由此得电导率 a 为 

3 

G 5= • 

ne 2 r 

m 


对于铜，若认为每个原子贡献一个导电电子，因此, 


« = 8. 5 X 10 22 cm 一 3 

由此得铜电子弛豫时间 

一 班 一 m _ _ 9. 11 X 10_ 31 

T ~ ne z ~~ ne z p ~ 8. 5 X 10 22 X (1. 6 X 10一 19 分 X 1. 7 X 10一 8 = 2 , 5 X 1Q - W ( S ) 

1.1. 117铜的密度为 S . 9 X 10 3 kg / m 3 , 电阻率为 1. 56 X 10 ~ 8 n * m , 原子量为 63. 5. 

假设一个铜原子放出一个价电子 • 求绝对零度下的费米能£纟.若外加 1.0 伏 / cm 直流电 
场，求电子平均漂移速度，迁移率 a 和平均自由时间. 
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解 铜中自由电子浓度 

« = ^4 X 6. 02 X 10 23 = 8-4 X 10 22 (cm 一 3 ) 

Do * 0 

(1) 费米能 

斟== fxt ^ XW -^ X ( 柄 2 X 8 . 4 X 10M)f 

=1-12 X 10- 18 (J) = ^xiO-^ ; 7 . 01(eV) 

(2) 平均自由时间 


所以 


丄 = _ 1 _ = neh 

9 ~ 1「56 X 1(T S X 10 2 = 


- = -3 xio -< s ) 

(3) 迁移率 • 由电导率公式 


o = nepi 

所以 

M == ^~ e ^ iTsri 10 - s X 8. 4 X 10 22 X 1 1. 6 X 10-6 = 47 . 7(cmVs) 
(4) 平均漂移速度 

% = 押 = 47, 7 X 1 = 47. 7( cm / s ) 

1.1.118 设有两块纯金属，它们的价电子能带的色散关系可由下式给出： 

金属 I : E ( A ) = ZA 2 , 金属 1 •• E(k ) = Bk z 
已知并且它们具有相同的费米能级. 

(1) 试问它们的费米速度哪一 个大； 

(2) 在弛豫时间相等的情况下，试问此两块金属的电导率哪一块比较太 • 

解 （1) 设相同费米能级为，它们的费米球半径 

金属 I 
金厲 s 

故费米速度 

W = 1 1 V E(k) V^Ep 

vi - ^~-/ e ¥ 

因 故 W >^F . 

(2) 由电子色散关系，可得它们有效质量 

金属 1 1 = m 
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时，杂质=常数，由图中査出，户〜27 X 10"*% • cm . 

( b ) T =25 K 时，仍存在杂质散射，但主要是格波 
对电子散射导致的电阻.由于低温下，只有长波声子 
可被激发，而长声学波声子的动量和能量都很小，沿电 
场方向的电子动量改变很小，因而散射角较小，如图 
1.1. 80所示. 

沿电场方向电子动量改变为 



保 = AO-cos 沒） 


图 1.1.80 


7 ik^{l — cosd ) ~ Kk 


6 Z 

♦ 


即每碰撞一次动量减少为原来动量的警倍，要使沿电场方向的动量消失，需碰撞$•次，又 
由图 1.1. 80 可知 ^=1^， 因此电子需碰撞^次才能算作一次有效散射，有效散射数 


p ^2 


g > 


2 


温度 T 时能激发的声子的能量知><知了，在德拜模型下 

7i(o = Hv p q ^ k^T 


即 




是 B 巾 


因此在低温下，有效散射数 


Q 


2 


rpz 


另一方面散射概率的大小还应该取决于声子浓度％,按德拜理论 

^ Bco z 


n s 


^ 


d ( i ) oc 


^ y 2 dy 
,e y -I 


其中， x 二色 


#，当 T <0 d 时 j -^ oo , 所以 


n s oc 4 ocT 3 


电子有效散射概率 


丄 


mmm 00 1 00 7,5 


因此电阻率 


pcciccr 


( c ) ： r 〜 3 OOK ， T ：»0 D ， 按德拜理论 


n s oc 


l_f x _y z Ay 
? Joe ^ - 1 


ocT 


髙温下，因为散射角 0 比较大，每次碰撞基本上都使沿电场方向上的电子波矢减为零，所 
以有效散射数 
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所以电子散射概率 


故 

/? oc 丄 oc 7" 

r r 

(3) 电子遭两次碰撞之间经历时间即平均自由时间，它与电导率关系为 

ne 2 r 

(j =- 

m 

即 


p ^ 1 

—cc n, oc T 


m 

T ~ ne 2 p 


其中〃是电子浓度，金属电阻率，相应平均自由程 

I = V^T 


(a) : T=OK 时，由图 M-79 査得 p 々 27X10 一 • cm ， 将 n = 10 23 cnT 3 ,e = 5Xl(T 10 
esu , t ； f = 1 0 8 cm/s =10 -27 g 代入可得 

r = 1. 5 X l(T 13 s, / = 1. 5 X 10^ 5 cm 


(b) 了 =300K 时，由 




M*79 査得 p^l20Xl0~ $ a* cm, 将适当数据代入后，可得 


z* 勿 4. 5 X 10~ 16 s, / = 1. 5 X 10 _8 cm = 4. 5A 


由于好的金属室温时平均自由程可达几十埃甚至几百埃，而此种材料的室温平均自由程 
较小，故它并不是好金属. 


1.1.120 铜 ( Cu ) 锗 ( Ge ) 和氣化钠 ( NaCl ) 的电阻率随温度的变化曲线如图 1.1.81. 
它们描述“实际”的髙纯样品，纯度大于 99. 99%，但不是100%.分别概述每种导电的基 
本过程并解释图示的温度依赖关系 • （注意，三个图的坐标单位是不同的 •） 





图 1.1. 81 

解 （1) Cu 是金属，其电阻率温度一曲线显示为 t ： r = 0 K 时，有小的恒定电阻值*了 
<&d 时， poc ： r s ;: r>@ D 时 peer . 

这是因为金属的电阻率^和散射概率/>之间存在着关系 
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T 5 


m* D 

p = s p 

其中, m 是电子质量,声子十？練. 

( a ) T^OK 

由于/ V 于40,所以 4 由^^庚决定，故 p 与温度无关，是最小的恒定值. 

( b ) 7 X <@ d ，0 d 是铜的德拜温度 • 

在低温下，户主要由 * P 声子决定，而此时 

- O , - 声子浓度 oc t - 了 5 
r 声子 有效碰撞数 T- 2 _ / 

所以 4 与 T 5 成正比. 

( c ) T >0 d 

P 由 i > 子决定，而在髙温时 

P 声子 cc 声子浓度 cc 了 

所以， P 与： T 成比例. 

<2) Ge 是半导体，曲线显示为:低温段， p 随温度升髙而 减小； 中温段#随温度升髙 
而增大；高温段,/>随温度升高而急剧 下降. 这是 因为： 

( a ) 低温段，由于低温下杂质激发占主导地位，随着温度的升高杂质激发的载流子数 
目增加，因而随: T 升髙而 减小； 

( b ) 中温段，由于在此温度范围，杂质全部电离，载流子数目不变，而此时由于晶格散 
射随温度升髙而增加，导致迁移率下降，故 p 随温度的升髙而增大》 

Cc ) 髙温段，由于髙温下本征激发开始，载流子浓度将随温度的升高而急增， 故户随 
温度的升髙而急剧下降. 

C 3) NaCl 是离子晶体，半对数广了曲线显示为在髙、低温区为斜率不同的直线. 
这是因为在离子晶体中主要是由空位导电，而空位数 oc e _ V * B T ， 式中 w 。 为激活能，而 
在低温时，主要是杂质空位导电，髙温时，则是由热运动所产生的空位 导电. 由于两者的 
激活能不同，因而，曲线显示为斜率不同的直线， 

1.1. 121若金属中电子的碰撞阻力可写成 ( -^) ， r 为平均自由时间，则电子溧 
移速度％的方程为 T 


dv t 

dF 


Vd 


ee 


证明在外电场中，金属的电导率为 


泛 (0) 


办 )=— 鵠] 

解设交变电场为则电子漂移速度方程为 

w (智 + ?) = - W 


Vd 


ee Q e 


或 


, Vd 
dt 


ee 0 


(1) 




齐次方程 t+¥=o 的通解为 


V d 


-丄 

Ae T 


设非其次方程的特解为〜=及—，代入方程 (1) ，有 


— i<oBe 


B 

+ f e = 


gg 0 


得到特解得待定系数 B 为 


ggp 秦 r 

m 1 — icoT 


故方程 (1) 的通解为 


v d = Ae r 


ee 0 T e 


ml — icot 

上式第一项随时间的增大迅速衰减，稳定时第一项为零，故 


ee 0 r e" IQg 
Vd — ml— icov 

设金属中电子浓度为 n， 在电场作用下，流过金属的电流密度 

• ere 0 e" lar ne z z 

1 =—— nevA = ne • - ♦ :-:—=- — 


ne z r 


nevd 


\ d)T 


--- : — e oc e 

ml — ia>T 


所以金属电导率 


g = n £! r ^^ = l + i ^ 

m l ~ mr 1 + ((or) 2 


式中 c(0) 


ne°r 


1 . b 122 —块 / x=l 的金属置于均勻静磁场 B =^ BoZ 中，导电电子可以看作散射时 
间为 r， 数密度为 〃的自 由电子气. 

(1) 导出这块金属电阻率张量的表 达式； 

(2) 利用 （1) 的结果，导出沿 Z 方向传播的波的低频色散关系.相对于回旋频率 a>。， 可 
忽络 1/r 和 a>. (导出电流密度的波动方程 .） 

麝 （1) 电子的运动方程为 

d v „ _ v 


At 


eE 一 ev X B 


而 j —^ nev ，故 


逆努 •=— 冰-丄 BX / + 迟 1 

ne at n J t nf> 


若则 


(3 -r 


. meo ). 
l ^) J 


~te BX 


令忍 =/> •*/， 则户就是电阻率张量，所以 



• m • 


固体物理及物理量测量 


p 


m 


ne 


2 


丄 

T 


10) 


Bo 

ne 


0 


Bo 

ne 


m 


x 


10 ) 


0 


0 


0 


m 

ne 


T 


1(0 


(2) 设有 Z 方向传播的电磁波 五。 则有 k ， 且回旋频率％ 


由麦克斯韦方程组得到 


d z D 


+ e 0 ^^V X (V X £) 


0 


eB 0 

m 


其中， V = i 是 ，表 = 故 


co 2 D = e 0 c 2 k 2 E - e 0 c z K(K • E) 


因为 ▽ • Z >=0, 所以龙 • D =0, 又 


nev 


d £ 

Tt 


D^e 0 E + P 


把这些关系代入 (1) 式后 


E 




10 0 、 


Px 

0 10 


Py 

0 0 — x. 




A 9 P = B 0 j 


其中，亡 

由五=户 • j •和 • / 得 


(p — B) • j = Q 


非零解的条件为 


\ p — B\ = 0 


即 


m 

ne 


T 


Ui) 




2 


Bo 

ne 


^ m ( 1 

-^7 


io > 


0 


通常 


m 


ne 


2 


T ⑽ I +& 关 0, 所以沿 z 方向传 播的平面波的色散关系分为两支 


fn I 1 . 

I _ « 


ne_ 〜 eB 0 


利用= 一 和 cy 0 

m 


^ne \ t 


，上式变为 


丄 f 丄 

-topi r 

丄 


10 ) 


S oX ± 



2 


ICO 


^X±J 


a>o 

\ l 4 


0 


由题给条件:相对于叫，可忽略十和⑵，则有 


( 1 ) 


第一章固体物理 


coX ± 


uoo 


在低频下色散关系为= 士# ，即 

<°0 


c z k 2 _ 

co z axors 


1.1.123 固体介电常数的特鲁德-洛伦兹公式为 

•) = 1 + 

其 中，％ 是等离子体频率，叫是相应于带间跃迁能隙的频率, r 是电子散射时间. 

(1) 室温下，铜中 r = l ( T 14 S , 估计％ 和叫 的数量级，你可以利用铜特有的“颜色”决 
定〜画出的实部和虛部，将它们看作 W 以 eV 为单位)的 函数； 

(2) 在室温下，计算铜的负电导率 

(3) 在绝对零度下，完全纯净无缺陷的铜的负电 导率 〆 oO 是什么？ 

解 （1) 铜中自由电子浓度 n = 8. 4 X 10 22 cm -3 = 8. 4 X 10 28 nT 3 , 对于自由电子气， 


S 0 W 


3X10 3 m 


2 


，故等离子体振赛频率 


ne 

B 0 m 


3 X 10 3 X 8. 4 X 10 28 = 1. 6 X lO'^s" 1 ) 


故 


方％ = X 1.6 X 10 16 ^ 10( eV ) 

又根据铜的颜色为紫红色，相应于可见光谱中的能量， 3. leV (紫) >1.8 eV (红).铜 
处发生吸收 

ti<o 0 ^ 2eV 1 

室温下， r = ltr 14 s ， 由固体介电常数的特鲁德-洛伦兹公式，推得其实部与虚部分别为 


铜在0。 


Re(a>) 


(olicol - (0 2 ) 〜！丄 10 2 (4 — 如 2 ) 

丁 （ o>§ — Q) z y + ⑵ 2 r— 2 〜十 （4 一 w 2 ) 2 + W • 1CT 2 


Im (< y ) 

作图如图 1. 


XOT 


20 


— 0# 2 ) 2 + (0 2 t ^ 2 〜 （4 一 <^y + <o 2 ♦ 10 一 2 


(2) 应用欧姆定律 J ~ aE 和极化电流密度表达式 /— 得到极化率 
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代入特鲁德-洛伦兹公式 


__ 

s 0 (o 一 (wl — a> z Y — iatr 


即 


泛 ( o >) = — 

(3) 在绝对零度下，: 


_ me 0 <ol _ g 0 QJo4[^r 一 1 — i(a>p — o^)] 

(<ol — cy 2 ) 2 — i<wr -1 一 （W — tw 2 ) 2 + <o 2 t ^ 2 


，则复电导率为 

=— 


ie 0 o ^ 


< o \ —— co z 

1. h 124 一理想均勻导体，其介电常数 e 和电导率 a 均为常数，在时刻，其中 
有一电荷分布 Mr ) ，求随后的 p ( r 9 0 > 

解电荷守恒定律 如下： 


i £ 

dt 


+ ▽•/ = () 


而由麦充斯韦方程有 


▽ • D = eV • E = p 


和欧姆定律 


< tE 


变换为 


色£ 


dt 1 e 


p — 0 


由初始条件 〆 r ，0)-^ O )， 积分推得 


p ( j y t ) = /0( r)e 


令 nf ，称介电弛豫时阂，则 


p ( r f t ) = p ( r)e 

由于电的干扰或热的起伏在导体中会造成净空间电荷分布而破坏电中性.但上式则 

描述了空间电荷消 散过程 ，称弛豫过程，用来度童弛豫过程的快懊 • 在电阻率不很髙 

的半导体中，这种弛豫时间极短，在一般过程中无需加以 考虑. 例如半导体材料 Ge , 相对 
介电常数 £ r =15， a =0. KHcm )- 1 

r ， y _ 8.『 10 - = i3xio _ u(s) 

表明 Ge 中一处有电荷积累会在 10-^ 极短时间内消散,半导体 Ge 内部保持电中性，这 
常用于半导体平衡载流子浓度计算，即所谓电中性条件， 
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第一节半导体中的电子状态 

♦ ♦ 

• ♦ 

1.2.1 直接带隙纯净的半导体 InP 在低温下 ( T 〜 4 K ) 的吸收光谱如图 1. 2. 1所示， 
其中吸收强度作为光子能量的函数如图 1. 2. 1中实线所示•在 C 和 d 之间有一些低强 
度的峰值，为简化计，这些峰没有画出来 • 



图 1 . 2. 1 

(1) 以 A 为阈值的连续吸收谱和 C 处的吸收峰的物理来源是什么？ 

^和心分别是 1. 400 eV , l . 386 eV . InP 的静态介电常数是 9. 6, InP 中的空穴要比 

电子轻的多根据以上情况，计算 

(2) InP 中的直接带隙 宽度； 

(3) 空穴的有效质量 

(4) 在室温下，(:处的峰被展宽看不清楚(虚线所示），解释这种效应. 

解 （1) 以 A 处为阈值的连续吸收谱是由 InP 的本晖吸收造成的，即入射光子把能 
量给价带电子使其跃迁到导带，只要/^>五£就可发生吸收，所以存在阈值. 

当入射光子 h 7< E g 能量时，光子的能量不足以把电子从价带激发到导带，而形成自 
由的电子和空穴，但这种光激发所产生的电子与空穴之间的库仑相互作用将导致电子-空 
穴束缚态的形成，这神过程导致带边附近的附加吸收-激子吸收.对于松束缚激子，可用 
类氢梭型描述，因此激子能级和类氢原子能级相似 • 这样就出现了 C 处的吸 收峰. 

(2) E g =EA = h 4eV. 

(3) 直接激子吸收将在吸收阈值的低能董一边产生一系列的分立吸收线，对应于形 
成基态激子和各种激发态 激子. 对于类氢情形，这些吸收线与基本吸收阈值的距离为 

E = E — … - ( - 

n 〜 Se 2 4h 2 n 2 

其中 m / 是电子——空穴的折合 质量. 由于 m ^ m；M 
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对于基态 


Se^4h 2 (E e 一 E c ) 8 X 9. 6 2 X (8 - 854 X 10 一 14 ) 2 X (6. 26 X 1(T 3< ) 2 X 0. 014 X 1. 6 X 10~ 1$ 


〆 ~ (1.6 X 10— 9 ) 4 


8,67 X KT 36 (kg) 


>67 X 10" 36 
3‘1 X IQ -35 


9. 52 X 10 


式中讲。为自由电子 质童. 

(4) 室温下，由于晶格振动加剧，激子系统中的电子将与晶格振动的光频支产生相互 
作用，这神作用使得激子吸收谱线变宽，因而 C 处的峰看不清楚了，光谱线变为光带. 

1. 2. 2图 1. 2. 2为一维固体中电子的 能谱. 

(1) 若 n 和 > 分别为电子和空穴的数密度，则声 /n 为何？ 

(2) 此固体每个原胞有偶数个还是奇数个 

_ £ (3) 电子与空穴的有效质量，哪一个大？根 

7 C 二据图示各量 • 求出有效质董的近似表示式 • 

；|/ ；； 解 (Vp/n=l 

\ y (^ I I (2) 由图 1.2.2 可知，当不出现能带交叠 

o ^~ k ~~ i i ~~ i ~^时，电子刚好填满一个带,可见组成固体的元素 

mi22 是二价的，故每个原胞含偶数个电子. 

‘‘ (3) 由图 1.2. 2可知， (u 2 ) 间对应传导电 

子， d々 4 ) 间对应空穴，由于能谱曲线在 a 3 ,々 4 ) 间比《以 2 )间来的平缓，由有效质量表达 
式 


一 - A^r 


0 kx k 


图 1. 2. 2 


) 一 1 

mu ) 


知空穴有效质量 mi ： 大于电子有效质量 


近似取导带底在而价带顶在^且(々^+^次廟曲线近似为抛物线， 
因此导带电子有单一有效质量，价带顶空穴有单一有效质量，则 


Ef — E c 

所以电子有效质量为 




是1 +灸2 
~2~ 


2 


n 2 ( k 2 - k,y 


n 2 ck 2 - k,y 

8 (£f 一 瓦〉 


同理 


£f 一 丑 v 


友 2 

2 (-mn 


K — 


^3 + ^1 2 


故空穴有效质量 mi :为 


友 2 d ^) 2 
8 (£v 一 Ep ) 
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由于 U 厂11<1々4 一 是 3 丨，五 f -£： C >£ v -£： f >0, 所以撕 *<m (成立. 

12.3 设晶格常数为 a 的一维晶体，导带极小值附近能量 & U ) 为 


= p + ^ A 2! 

3 m 0 nto 


价带极大值附近能量 £ v (« 为 


E v ( k ) 


h z k\ — Sh 2 k z 
■6 m 0 m 0 


设 m 。 为电子质量，是 i = ^， a =3.14 X 10— w m ， 试求 

(1) 禁带宽度； 

(2) 导带底电子有效质量； 

(3) 价带顶电子有效 质量； 

(4) 价带顶电子跃迁到导带底的准动量的变化 
解 （1) 禁带宽度 


— 五 Ctein( 々） 一 Evm&x(k) 


导带底位于则 


h Z 


'Cmn 


衫1 % 


or 


kZ 


3 羚 


m 0 


4 m t 


h 2 k \ 


价带顶位于々= 0;则 


瓦 Vmax ( 是 = 0) 


h 2 k \ 

6 m 0 


所以禁带宽度 


£客= E C i 


五 Vi 


i 啤-錶 


12 m , 


h z k\ 


(6. 63 X 10" 34 ) 2 _1_ 

12 X 9, 1 X 1( T 31 X 4 X (3.14 X 10 — 10 ) 


• 02 X 10— 19 ( J ) = 0. 64( eV ) 


(2) 导带电子有效质量 




h 2 j 


d 2 E 

dP 


由题意 


d 2 E { 


2h z 

3 m 0 


2 h } 

m 0 


Sk z 

3 m n 


3 m 0 3 X 9.1 X 10一 28 


3‘41 X lO ^ Cg ) =一 0. 375 m , 


(3) 价带顶电子有效质量 


d 2 E , 


64! 

m 0 
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饥 ：=- T = - 1. 52 X 10- 28 g=-0.167m 0 

(4) 价带顶电子跃迁到导带底时准动量的变化 .- 
在导带底电子的々==+々1，在价带顶电子的0, 

退 = O ~°) = f Ml = f X 2 JmO = 7 - 9 X 10- 25 (kg . m . s-') 

1.2.4 Ge ， Si 半导体价带简并，价带顶附近电子能量表达式为 

Kk )=E V - 盖 UP 士 + CHklkl + klkl + klkl)^} 

(1) 用球形等能面近似，求出轻、重空穴的有效质量，在电子能带图上，示意画出并标 
明轻、重空穴带； 

(2) 比较相同波矢轻、重空穴能量，并在空穴能带图上标出轻、重空穴带； 

<3)在一定温度下，重空穴数目多还是轻空穴多，为什么？ 

解 （1) 假设 C 2 =0, 得到 


E z (k ) = E v - ^-(A - B)k 2 

Lm 

因为 E 1 (k )cck 2 ,Ezik )<x 々 2 , 故其等能面均为球形 . 

现在先求 E,(k ) 能带中电子有效质董 

* _ 友 2 __ m 

Wl = {k ) A + B 

dk 2 


该能带若有空穴，其有效质量应为 


A + B 

同理，£ 2 06 ) 能带中电子有效质量，应为 



m 

A-B 


该能带中空穴的有效质量 



m 

A — 3 



显然，,因此五 〗 Ofe ) 代表轻空穴能带，而 
E 2 ( k 〉则代表重空穴能带，现在分别标出轻、重 
空穴带于图1, 2, 3电子能带图上. 

(2) 空穴波矢是电子处在该童子态上波矢 
的负值 

h = — k t 

空穴能量等于电子处在该量子态上电子的能量 
的负值，所以 
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E.CkO 


£ l ( ifee ) =-£v + —U + B)kl 


n 2 


E z (kO = - E z ( k ^ =-Ev + |^( A - B)ki 

若轻重空穴波矢 iti 相等，则有 

' 私 0 feh )>£ 2 ( 知） 

图 1. 2. 4 是在空穴能带图上画出轻、重空穴能带. 






图 1. 2. 4 

(3) 从空穴能带图上看到，同祥大小波矢的重空穴比轻空穴能量小，系统应当趋向能 
量最小的状态，所以重空穴数目比轻空穴多，正常空穴指的是重空穴. 

12 5 Ge ， Si 半导体简并,价带顶附近电子能量表达式 

E i^ k ')= Ey - ^{ AA 2 ± [ B 2 k 4 -h CKklkl + k \ k \ + klkV )~\\) 


其中常数列于表 1. 2. 


表 1*2. 


Ge 


4.0 


12 . 


4.1 


式 


(1) 试求[1，0,0]，[1,1,1]方向空穴有效质量, 

(2) 在电子能带图上，示意并注明轻重空穴带； 

(3) 说明有效质童的各向异性，轻空穴带还是重空穴带的各向异性更 严重？ 

解先来看[1，0,0]方向上的能量关系 ， A =(10,0)，代入价带顶附近电子能量表达 


五1，2(是 ） =五 V (0) 




2m { 


(A ± B)k 


这说明，在[1，0,0]方向上，能量丑 (A )4 关系仍是二次关系，即抛物线关系，如图 1.2. 5 
所示. 

相应的电子有效质量 
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电子有效质量为负，说明空穴有效质量为正= 是轻空穴, = 是重空 
穴.代入 A . B 常数，得 Ge,Si 价带顶附近沿 [1,0,0] 的有效质量列于表 1. 2. 2 


表 2. 2 


mh* mh # j 

Ge 

0. 2lmo 

0. 045mo 

Si 

0. 34mo 

0. 20mo 


再看[1，1,1]方向4 ，代入价带顶附近电子能量表达式，得 

£ i .2(^ ) = ^v(O) — U 士 V5 2 + C 2 /3 U 2 

显然，在 [1,1,1] 方向上，能量对丨关系也是二次，即抛物性关系，如图 1.2. 5所示，相应的 
电子有效质董 



_ nh _ 

义士 VS 2 + C 2 /3 


显然， 


m 0 


A + VB 2 + C 2 /S 


<Cm 




m 0 


A-VB 2 +C 2 /3 


，故勗 (々) 是轻空穴带，而 £ 2 «) 是重空 


穴带.代入糸常数，得 Ge、si 价带顶附近沿 [1,1,1] 空穴的有效质量，列于表1_ 2. 3 


表 2. 3 



m fa 〜 

Wh* 

Ge 

0. 5m ❶ 

0. Oimo 

Si 

0* 71mo 

0.15mo 


现在我们来比较，这两个方向上的空穴有效质量. 

先来看重空穴有效质量， Ge[l，0,0] 上， 0. 21饥。，[1，1,1]上，0. 5moSi[l，0,0：) 上, 
°* 34 吻， H ⑴， 0 . 叫，这两个方向上相差非常大,2倍有余，表明有效质量有明显各向 
异性，因此相应扭曲很大的球形等 能面. 而轻空穴有效质量， Ge[l，0,0] 上 ,0,045;^,D, 
1 ’ 1] 上 ’ 0. 04m o ; Si[1 ’0, 0] 上， 0. 20m。，[1 ，1，1]，0, 15w。， 两个方向有差异，表明各向异 
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性，但差异小，说明等能面扭曲小，基本上是个球，如图 1. 2. 6所示 



图 L 2.6 

12.6 若把半导体硅材料价带中的电子看作是自由电子，试计算其价带宽度等于多 
电子伏特？（桂晶体晶格常数 a=5. 4A.) 

解硅价带电子作为自由电子，其五4关系为 


E(k) 


n 2 k 2 

2m 


于是硅价带电子自五 (▲ ) = 0 能级起按上述关系向高能级填充，在 it 空间将填满半径为如 
的费米球，而费米面即价带(满带)顶.设硅晶体体积为V，晶体内电子总数目为 N， 则 


V 4 ^ 


为硅晶体的电子浓度，即 


是 F = (2 k ) 


立 


硅晶体是金剐石结构， a 3 晶胞内含有8个硅原子，而一个硅原子有4个价电子，晶体电子 
浓度 

8X4 


代入费米球波矢式子，得 


则费米面电子能量 


h = (2«) 


12)3 
7t 


1 

a 


ECkr) 


n 2 ki n 2 


2m 2ma 


2 


(2n) 2 X 


12 


1 


AL/12 


1 


2ma z \ n 


⑴ 
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_ (6.626 X 10~ 34 ) 2 _ ( 12 )3 

2 X 9.11 X 1CT 31 X (5. 4 X 10' 10 ) 2 X I 3. 14/ 


= 2. 02 X 10一 18 ( J ) = 12. 6( eV ) 

所以硅晶体价带宽度约 12. 6 eV . 

上面计算中硅晶格常数 a = 5. 4人 ，若取 Ge 为 5. 66 A ， GeAs 为5, 46人，代入 （1) 式， 
得到的五(心)约为 H & V . 而应用其它半导体理论计算这些材料的价带宽度也约为 
12 eV ， 因此至少从能量来看，半导体价带电子与自由电子是相近的. 

1-2,7 在价带顶附近波矢为々的一个态中，电子能童由下式 给出： 

E = IX - lO ~ Z 7 k 2 Q ) 

若把一个电子从 hulXlO 9 !!!- 1 态上除去，而所有其它态均被电子占据.试计箅 

(1) 空穴的有效质量； 

(2) 空穴的 波矢； 

(3) 空穴的速度， • 

(4) 空穴的能量(以价带顶为参考点），并在 -知 能带图上示出该空穴. 

解 （1) 设价带中电子有效质量为有 


则 



n 2 k z 

2 m ； 


=一 1( T 37 是 2 


饥〜 _ hi _ = (M>55_ X 10— 34 ) 2 — 5. 565 X 1(T 32 — n 

€ 2 X 1 X 1(T 37 2 X 1 X 10— 37 — 9.11 X 10 一 31 — — a 06m ° 

把电子从态上除去而出现空穴，这时空穴有效质量恰等于在该状态上电 
子有效质量的负值 


0 9 06m, 


(2) 空穴波矢 


在々 X lO 9 !!!- 1 状态上的空穴的波矢等于电子在该态上波矢的负值 • 


k h = — kl 

(3) 态上电子的速度 


IX 10 9 m 


v e 


IdE 

ndk 


2 X 1 X 1(T 37 X 1 X 10 1 
1-055 X 1(T 34 




L 9 X 10 5 ( m / s ) 


态上空穴的速度等于电子在该态上的速度 




=-1.9 X 10 6 ( m / s ) 

( 4 )々=0是价带顶，其电子能量等于 0,空穴能童亦为 0,如 == — lXi 0 9 m - 1 处空穴能 
量为瓜(如），等于电子在该态上能童的负值 


馳 ) — _ = do? =0 * 62(eV) 

若价带中有相当部分电子被激发走，则可用空穴带来描述这些空的电子态，瑰在就在图 
L 2 . 7 Eh — h 能带图上示出 A h = lX 10— 9 w _i 空穴. 
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£ h /eV 



图 1. 2. 7 

1 . 2.8 在半导体物理问题分析中，通常简单的用两条平行线来表示能带图，为什么 
可以这样做？指的是什么状况？ 

解半导体中电子与空穴数目很少，比如电子浓度《 = 1父10%111— 3 ,而一条能带状态 
数目是晶体原胞数目的量级〜 10 2 Z cnT 3 , 电子只占据能带中百万分之一能级数目，可以看 
作它们处于基本空的导带中，聚集在导带底附近狭小的能童范围 • 通常用导带底有效态 
密度来描述.同样的，半导体空穴处于基本满的价带中，聚集在价带顶附近，用价带顶有 
效态密度来描写 • 半导体物理所常讨论的问题的分析，也只需要具体分析研究接近能带 
底或价带顶的状态,因此可以应用由两条平行线组成的能带图，其中一条是导带底电子能 
董，另一条则是价带顶电子能量. 

这种能带图的表示法一般针对非简并半导体中状况，对于重简并，则需较完整的能带 
图. 


1.2.9 试画出掺有施主杂质 Ge ， Si 等半导体带能图，为什么能这 样画？ 施主杂质能 
级在导带底下面还是上面？如果在下面，杂质能级被电子占据机率较大，又如何解释杂质 
全电离时杂质原子上的电子几乎全呆在导带底的实验事实呢？ 


(1) 掺有施主杂质的半导体能带图画在 
1.2.8 中.例如在锗硅半导体材料中掺入五价 
元素磷, Ge ， Si 晶体是金刚石结构，一个原子附近 
有四个原子，它们组成了一个正四面体绪构，每个 


原子有四个电子，它们分别与附近四个原子上的价 
电子配对，而形成共价键, Ge ， Si 原子就依靠这个 
共价键而结合成晶体 • 在这样晶体中掺入磷原 
子，由于磷原子一般取代晶格中某一格点上的 



图 L 么8 


Ey 
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原子而成为替代式杂质原子，它将受到 Ge , Si 晶体中原子排列的影响，这个磷原子也将被 
迫形成四面体键,即应有 4 个 sp 3 杂化轨道，但磷原子有 5 个价原子，磷原子与周围硅锗 
原子形成 4 个键外，还剩下1个价电子，而磷原子去掉外层 5 个价电子以后，带 5 个正电 
荷，这样与周围 Ge ， Si 原子相比，引进一个磷原子在效果上造成了一个正电荷中心和一个 
多余电子，而这个正电子中心正好束缚这个多佘电子，显然这个电子的能量应当比晶体中 
作公有化运动的导带底附近电子能量低，因此在能带图上表示为占据导带底下面禁带中 
的能级 • 显然这是在理想能带图中添加新的杂质能级,如果有 N 个杂质就有 W 个能级， 
处在这个能级上的电子被束缚在正电子中心附近，要释放它到自由状态，需要给一定能 
量，我们称为电离能私. 

( 2 )单位时间、单位体积内从杂质能级跃迁上导带的电子数目正比于杂质上电子数 
目郎和导带中空的 位置. 非简并半导体导带基本上是空的，因此电子跃迁上去能够占据 
的位置数目等于导带底有效态密度即 

同样从导带返回杂质能级上的电子数目 


w 导 卜杂质 oc w ( iV D — n D ) 

式中 N D 是掺入半导体中施主杂质浓度,施主杂质电离能很小，约 0 .: 01 〜 0 . 04 eV ， 可以假 
设电子从杂质能级跃迁郅导带的概率等于导带跃回杂质能级的概率，这样在热平衡下有 


或 


= n(JV D — nr,) 


n N c 

Nj) — «£) 

凡在 10 19 cnr 3 数量级，而 iV D — 般取 iO 14 〜 10 17 cm - 3 , 故导带电子浓度比仍滞留在杂质能 
级上的高出 10 2 〜 1C 5 倍.换句话说，导带与杂质能级热平衡表现在滞留于杂质能级上的 
电子仅占据杂质浓度1%以下，施主杂质能级上的电子基本上都跃迁到更高的导带，而且 
“一去不复返” • 这就是半导体中杂质饱和 电离. 

( 3 )应用类似的分析方法可以很好解释发生在 GaAs 晶体中电子转移效应.著名的 

Gimn 效应首先在 GaAs 晶体中发现,它是电子转移效应导致的一种负微分电导 现象. 

Gunn 效应应归结 GaAs 特有的能带结构如图 1. 2. 9. GaAs 导带底与价带顶都在位 

于简约布里渊区的中心，仏 =1.43eV， 但除了 [0,0,0]处中心极小(能谷)值外，在[1， 0 , 0 ] 

方向布 里渊区边缘有上能谷(2)， 晶 体对称性使得 GaAs 有三个完整的上能谷，比中心能 

谷 （1) 高 O . 38 eV . 在通常情况下 GaAs 中电子聚集在中心能谷⑴内，但当电场大于 3 X 

10 3 V/cm， 中心能谷电子从电场中获得足够的能量开始向上能谷转移,发生“非等价”谷间 

散射，如图 1. 2 . 10,伴随着发射或吸收一个光学声子，电子准动量有较大的改变而进入上 

能谷 (2). 而下面将证明，依靠上能谷较大的态密度，电子继续聚集在那里，不苒返回中心 
能谷. 
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mB 


-In 


( 100 ] 


[ 000 ] [ 100 ] 


I 

tfio 


[100] k 


图 1. 2. 9 


图 1.2-10 


中心能谷电子态密度有效质量 mu =0. 066 w 。， 上能谷 mli =0. 85执。，有 


•Mi 

gz/gi = imh/mu) 2 = 46 


所以随着高电场驱使和谷间散射的发生，一旦转移到上能谷去的电子将很少跃迁回中心 


能谷，电场继续增大，在上能谷就积累越来越多的电子，而这些电子迁移率不到中心能谷 


的2%(这也源自上能谷电子有效质量比中心能谷大得多），于是微分电阻为负，出现髙场 


畴，体内产生了电流的振荡—— Gunn 效应. 


注意，上面杂质全电离是温度激发发生杂质能级电子的“搬家”，而电子转移效应则是 
在电场作用下，半导体电子获得能量而“搬家”的. 


参阅，林鸿生，能态密度及其在解释半导体物理学中的应用，大学物理，1998，17(4)，8. 


1. 2. 10若一金刚石结构晶体，其导带底在[1,1，0]方向上，问还有那些方向上有导 
带底呢？ 


解由能带对称性, )==£(#) 得知，若在[1，1，0]方向上有导带底，对称性将指 


明在与[1，1，0]对称方向上也有导 带底. 金刚石[1,1，0]方向在下述对称转动操 作下: 


C 2 ，C ， iC 毛 


变为 6 个面对角线 


[ i ， i ， o ]，[ i ， T ， o ]，[ i ， o ， i ]，[ i ， oJ ]，[ o ， i ， i ]，[ o ， i ， Y ] 


加上反演 


[1，1’0，]，[1，1，0]，[1，0，1]，[1，0，1]，[0，1.，1]，[0，1，1] 

共12个方向上有导带底. 


图1.2.11示出^坐标面上4个对称方向[1,1]，[了,了]，[1，幻和[1，1]， 
面上对应4个导带底,3个坐标面共相应12个导带底. 


个坐标 
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第二节电子和空穴的统计分布 


12. 11 


半金属交叠的能带为 

n 2 k z 


Ei(k) = Ei(0) 


2m x 9 


mi = 0 * IStn 


Ez(k )= 五 2 ( 是 0 ) + - (k 一 々 0 ) 2 ， 饥 2 = o. O^m 

Ltftz 

其中私 （0) 为带 1 的带顶,丑 2 (也) 为带 2 的 带底. 交叠部分私 （0) —尽 CW = 0, l e V . 由于 
能带交叠，能带1中的部分电子转移到带2,而在带1中形成 空穴. 讨论 T -=0_ K 时的费米 
能级位置. 

解解 法一： 由题设，带1和带2的五〜是关系均是抛物线，带1开口向下，带2开口 
向上，如图 1. 2. 12,它们的能态密度函数分别为 



g(E) - 47T 

mi 是带1中电子有效质董，对带1的能态密度 
函数，取其带顶能量为能量零点，向下为正 

g(E) = An 

饥2 是带2中电子有效质量，对带2的能态密度 
函数，取其带底为能量零点，向上为正 

由题设，带1与带2交叉，费米能级丑 F 在能 
量交叠区中 •设& 表示带1 的带 底至费米能级 
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距离， A 表示带2的带顶离费米能级的距离，有 

^ + ^ p ==^==£ i (0)-£； 2 (^) 

显然，能带1中的部分电子转移到带2,下列等式 成立： 


W 是带2电子浓度4是带1中空穴浓度.在: T =0, 带2中费米能级以下能级被电子占据 
的概率等于1,同样，带1中费米能级以上被空穴占据的概率也等于1，于是 


1 


( 9 mo ) 2 丄 i . i 

4 k E z dE oz im 2 y 


"5 ft (9m,) 2 丄 A A 

4 兀 E 2 dEcc (m,) 2 ^ 2 


由 n=p # 

m 2 d n — mid p 

与 

在‘ +谷 P = △ 

联立求解(式中 △=£； 1 (0)—£ 2 U 1 )=a leV ) 


^ n = 汸 2 X 0.1 = 0. 025( eV ) 


mi + m 2 




0- 06 + 0.18 
0,18 


X 0.1 = 0. 075( eV ) 


浓 i + 浓 2 0* 06 + ()♦ 28 

所以在 T = 0 K 时，费米能级在带 2 的带底以上 0. 025 eV 处，在带1的带顶以下 0. 075 eV . 

解 法二: 费米能级在带1和带2重叠区，深入到带2和带 1. 因此带1中的空穴浓度 
与带2中电子浓度计算可以应用简并平导体载流子浓度计算方法. 

带2中电子 


AW ， 丄 
2 


£f — Eg 

一 ~ k ^ f ~ 


) 


N c Fi 


\ d n 


[k B T 


带1中空穴 


NvFil —,~ £f I = N v Fl 1 dp 


k B T 


k h T 


了=0,△: »^T, 是重简并情况 




3 W 


由《=/>，得 


K 、 

1 

2 

_ o 

( 2 nm 2 k B T ) 2 

4 

f \ 2 Sn 

U b 7\ 

— L 

h 3 

3VT 

[ k B Ti ~ 3 

P 

Sn 

_ =2=- 

3 

h 3 0P 




m 2 d n 

= miS p 




h % 




而 


+ A = A 


联立求解得到上解法一的结果 
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1.2.12 考虑一本征半导体，其电子态密度函数 iVC£)， 如图 1.2, 13 


m 


ft ( r 2 x \ 0 11 

( cm ^ eV )- 1 


1.5eV 


6.5eV 


3eV 


图 1.2-13 

(1) 相对于价带和导带，费米能级的位置在什么 地方？ 

(2) 假设 #( 丑)已经包括自旋简并度因子2,写出费米分布函数; 

(3) 估计室温时导带电子的密度. 

解⑴ 


E c NmnE ) dE , 


-.^NCE)Cl-f(E))dE 


其中， /( 丑) 


对械半导体有"，由此解出 


当 £-£ f »^ b T 时， /( 五)〜 e’— 〜则 


*， 

ft 

J 虐 


n Q e 


p ^ n 0 ksTe 




- iE ^- Ey )/ k h T 


式中沒 =6. 由《=夕有 


e f 


E c + E ] 


(2) 电子占据一个态的概率由费米分布函数给出 


f(E) 


+ 1 


(3) £ g =L 5 eV ， 所以 


Ec - Ey 一 


0. 75eV 


又 Wo -=2 X 10 21 ( C m 3 • eV )— 1 ， 知 T 〜告 eV ， 故 


n ^ 4- 68 X 10 s cm 一 3 

1. 2 」3 考虑一本征半导体，让丑表示一个电子的能董，心 (£) 表示导带的态密度, 
A (五)表示价带的态 密度. 假设五 C-&》 知: r 和 E F - Ev>kBTy 


gci£) = cxiE — Ec) z fgv(E) = c 2 (Ey — E ) 2 

其中， £c 和分别表示导带底和价带顶的能量， £ f 是费米能(如图 


L2-14) - 
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(1) 用 ‘ TVi ，五 C ， 丑 F 和一个无量纲积分表示导 
带的电子密度； 

(2) 用 ‘7 V 2 ，蜘， 私和一个无量纲积分表示价 
带的空穴密度； 

(3) 求出 £ fCT ) 的明确的表达式； 

(4) 如果材料用施主原子掺杂，那么在(1)，（2)， 
(3) 的结果中有哪一个(如果有的话)仍能成立？解释之. 

解 （1) 导带中电子浓度 n 

n=r f t (E) gc (E)dE 







图 1. 2.14 


式中因为五厂驟 S T ，所以 

r /p 、 一 _ -^C£-£ F > 


ME) 〜 e 


令， r =#( S — £ F ) ，则有 


n= gc(E)e 
J £ c 




dE = 旷饥 c‘ 队 W rx 1 / 2 e~ x dx 


1( 〜 T )3〜，~ WfV 2 e -，d 


(2) 能级 £ 上空穴占有概率为 


一乂 


1 

e + 1 


由于 於一私:》知了, 所以 


— ft 


fi(SSp) 


e 

«£-£p) 


+ 1 


e 




令 


则 


- 3 〜 e 叫 -V 


工 1/2 n ⑽ B r 产 e - (w #n^d: 


(3) 对于本征半导侔存在关系〃=夕，即 


- <£ c ^£ p)/* B T - 

Cit = C 2 6 


故 


Ec + Ey - k B Tln ^ 


£p 


(4) (1)，（2) 中的结果仍成立，只要是平衡态，上述公式就成立 •（ 3 ) 的结果不再成立， 
因为加入杂质后不再有 n^p 了， 要移动. 

1*2. 14证明非简并半导体中电子服从能董均分定瑪,即电子平均动能等于知： T ， 
但电子对半导体比热的贡献可以 忽略. 

解在非简并半导体中 ，五 C -£ F 》^ T , 因此电子的费米-狄拉克统计可以用经典玻 
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尔兹曼来代替，设半导体电子态密度有效质量为，则半导体能态密度 

A 

(9 m u ) 2 X 

g(E) = (E 一 EcY 


能 量五〜 £+ d £ 内的电子数目 d « 可以表示为 


(Om* \ 2 丄 

dn = g ( E)fmdE = An K6m ^ / {E — £ c ) 2 e 




利用导带中电子浓度公式 


C2nm；k B T) 2 -孕 
h 3 6 


则 


dn 

dE 


4 兀 


2 < 11 

h 2 


J 2-Jtm*k B T 

4 k 2 

In 

W ( k B ry 


ZntKn k B T 
~ h z ~ 


* B r (F — 


(E-E c ye 


- 


{ E-EcVt 


e-Bp 
一 W 


这就是导带中电子按能量分布.这个能量分布主要决定于第二个指数因子，即随着电子 
能量的增加，电子浓度呈指数下降，这和重力场中气体密度随髙度上升指数下降一样，势 
能最低处浓度最大，这就是经典的玻尔兹曼分布律. 

导带中电子的平均 能量云 


式中 


Edn 


*CO A 丄 

--- jE(E- Ec) 2 e^ 

^ W (k B T) 2 


dE 


9 广 °° 丄 e _ s c 

— ^~ I E(E-Ec) 2 e^ k ^ T dE 
W (k h T ) 2 J E c 


L E(E — E c ” 



[(E - E c ) + £ c ](£ - E c ) 2 e 


K 一玄 c 

■ * B r 


dE 


fco i _£r^ r oo X E-Bg 

CE-E c ) 2 t dE + Ec\ (E -E c ) 2 ^ k B T dE 

J 芭 c J 




^ bT) H 


|(£-£ c |f 


(k B T)d 


(㈢ 



( k B T ) 


z 



k h T 


与 W ) d (穿 
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这说明导带底附近半导体电子平均动能 f 知 r ， 和气体分子一样，服从能量均分 定理. 

一 般说来，固体中电子遵从费米-狄拉克分布律，不脤从能量均分定理,那么半导体中 
电子脤从能董均分定理会不会使得我们在解释半导体热容量时遇到困难呢?不会，虽然每 

一个半导体电子对热容量的贡献是|知，但由于半导体电子很少，例如 常见; i 取 10 u 〜 

10 17 cm- 3 ,而晶体原子约 10 22 cin- 3 , 所以与晶体原子振动贡献相比，还是微乎其微的•所 
以说经典电子理论很适合来分析半导体. 

1. 2- 15 一块补偿硅 材料. 已知掺入受主杂质浓度 A ^ = lX 10 cnT 3 , 室温下测得其 
费米能级位置恰好与施主能级重合，并测得热平衡时电子浓度 „ = 5 X 10 15 cnr 3 . 已知室 
温下硅本征载流子浓度《 ; =1.5\10 1 °«1 1 - 3 .试间 

(1) 平衡时少子浓度为多少？ 

(2) 掺入材料中施主杂质浓度为多少？ 

«) 电离杂质及中性杂质散射中心各为多少？ 

解 （1) 由杂质全电离得知，平衡时少子——空穴浓度 


.nf nf (1-5X10 10 ) 2 

* = — 一 as 謂 _ ’ 

F n N d 5X10 15 

(2) 由电中性方程 


= 4, 5X10 4 (cm^ 3 ) 


P + + p A = n + N A + 

其中又电子占据施主杂质能级的 JL 率 
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代入电中性方程，从 ^n + A ^ + |~ M )， 即 

jN d = n + N a ^5X 10 15 + 1 X 10 15 - 6 X 10 15 (cm— 3 ) 

故掺入材料中施主杂质浓度 

A^ d = L8 X 10 16 cm- 3 
(3) 受主杂质全电离，故电离受主散射中心 

= 1 X 10 15 

费米能级与施主能级重合，施主杂质部分电离，故电离施主散射中心 

— « D = AT D — 音 = -^-N d = 6 X 10 15 
中性散射中心，即未电离的施主杂质浓度 

= n D - 1.2 X 10 16 

1.2.16 —块掺磷的 n 型硅样品，杂质浓度分别为 JV D = 1 X 10 26 ，1 X 10 17 ，1 X 10 19 
cnT 3 , 求温度 300 K 时费米能级，电子与空穴浓度. 

解硅在 300K 下，本征载流子浓度 Wf = 1.5X10 1G cm- 3 , 远小于样品中掺辨杂质浓度， 

本征激发可以忽略.题设温度 300 K 落在杂质激发产生载流子区域上，所以考虑只含一种施 
主杂质的杂质激发 情形. 

假设半导体中含有施主杂质％，则电中性方程为 

P + No = n + 

在杂质激发范围内，本征激发忽略，上方程是 

= n + njy 

得到 


n = N D — no 


把非简并情况下 n=Nce 


N c e 


〆 

* b t 


代入上式 


N v 


N d 




1 + T 



1 + 2e 


上式改写为 


*B r e *B T _ _ _ 

1 + 2e *b t 

其中 Ec - Eo - EnEj 称杂质电离能，方程写为 

^e-Ve V 2 ^ I _ 

N D e e hzis 

1 + 2e *b^ 


方程中只有一个未知量办，作变数替换令和-吾，在杂质浓度和电离能 
Wd ，£/ 确定时为定值，则方程为 D 
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Ax 


1 + 2 x 


即 


2 Ax 2 + Ax — 1 


有两个根 


— ^4 ih A 2 "h SA . 
4 A 


* b t 


0 x=e 总是大于 o 的数，弃去负根，得到 

- A + Vl 2 ~+ % A 1 

44 — 4 


A 


rwi + 戈一 1 


求得: r ， 可得 £ f 的位置，也一起知道载流子 浓度. 具体来说，由 ^=e 

E-p = En + kfpTlnx 

载流子浓度公式，得 


h T 


得 




£ c -£p g c -gp gp-^p xj jf E P _ 〜 

_ Y ^ T e ^ = N 0 ^ V、 r e ¥ = n d Ax 




把 r 值代入，推得 


£p = £d + ^B^lna: = £d + k^Tln 


1 + i — 1 


a) 


w = N ^ Ax== N ^ A [ j[^i + ^-- 


现先求的值 . T ^ SOOK 时,硅导带底有效态密度 N c = 2 ^ 8 X 10 19 , 杂质电 


离能 £/=-()• 044 eV . 于是 


N D = 1 X 10 l 6 cm - 3 ,^ e ^ 
= IX 10 17 crrr 3 , 等 

iVc 


8 X 1 X 10' 總 
2. 8 X 10 19 

8 X 1 X 10 17 ^ 
2, 8 X 10 19 


0- 0155 《1 


0.155 


N D = IX 10 19 cm - 3 , 


醜吞一 8 X 1 X 10' 纖 


N 、 


• 8 X 10 19 


15- 5 » 1 


下面分别计算7^=1\10 16 ，1\10 17 ，1\10 18 时，硅中费米能级和电子与空穴浓度. 

(1) iVn ^ lXlO ^ cm" 3 




0. 0155《1, 强电离区 


E F = Ec + k B Tln — £ c + 0. 026 X In 2^ g ^><^ io 19 = ^ 21 eV 


Ec - E f = 0 . 21 eV 》 hT ， 是非简并情况 


No = 1 X 10 16 cm 
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P = N ； 


(1, 5 X IQ 10 ) 2 
IX 10 16 


♦ 3 X 10 4 ( cnT 3 ) 


(2) N D = lX 10 17 cm 


1 = 0. 155《1，应用杂质激发公式 (1) 


*T Jl + 4 


1 = — ( V 1 + 0^ 155 


1) - 0. 0187 


Ep— Ed + k^TXnx — + 0* 026 X InO * 0187 = £d — 0 .103 

= Ey) + Ec 一 Ec — 0.103 ~ £c — (Me 一 五 d) — 0. 103 
= E c - 0. 044 - 0.103 = E c — （)• 147(eV) 

knT — 0* 026eV ，可以应用杂质激发公式求得《及/>如下 


Nx>Ax 


IX 10 17 X X 0- 0187 = 9- 65 X 10 ls ( cm 一 3 ) 

U . 丄 bb 


g _ (1.5 X IQ 10 ) 2 , _ „ . x 10 3 . c _- 3 x 
P _ n _ 9, 65 X 10 16 -2. 3 X 10 (cm ) 

(3) M >= lX 10 19 cm 一 3 

4=15. 5》1, 半导体进入简并，但先仍应用杂质激发公式 (1) 


1 + 


l \=- 十 OVl + 15.5 — 1)=0. 766 


则 


£ F = 五 D + k h T\nx ^ E d + 0- 026 X ha 776 = E D - 0. 0069 
= Ed + 丑 c _ 五 c — 0. 0069 
=Ec — (Ec — 五 d) — 0- 0069 


= Ec — ()♦ 044 一 0# 006? 

= E c ■— 0^ 051 ( eV ) 

E c — E f = 0. 051 eV 〜故不能应用杂质激发公式来求 浓度. 但上面估算表 
明，费米能级并未进入导带，是弱简并，电子浓度《可应用下述近似式子来 求得： 


n = N c Fx(O^N c -^ ： 


Kip 一 Ec 


其中 $= k ^ r r 现霈要求出6在重掺杂下，本征可忽略，主荽是杂质激发，故 


Njy — tid = N 老 




1 + 2 e 1 j 



+ 2 e f e * B r 


于是 


N c 


0.25 + e 


N d 

1 + 26^^ 


移项整理 
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N c + N c 


• 2 e f e * B r 


0， 


€ 


令 


x=e 


II 


2 Nce ^ T x 2 + ( N c - 0. 25 Nt>)x — N v 


则 


一 (Nc 一 0 . 25- A ^ d ) 


iL I 

( N c - 0. 25jVp) 2 + 4X 2 Nce ^ T N D j 
2 X 2 Nce ^ 


式中代入 E ：=0. 044eV， 求得 


lar = — 1, 4 


于是 


Ep — Ec = .$ k^T 


h 4 k B T 


247 


£c 一 Ep = h 4k^T = 0. 036eV 
比估算的 Ec ~ E f =0. 051eV 要小，半导体进入弱简并，故 

n = N c Fi(f) = N c Fi {- 1‘ 4) = 2. 8 X 10 1S X 0. 228 = 6. 4 X 10 18 (cm^ 3 ) 

6 Z 

对简并半导体 ，_=n? 不成立，不能使用 np = nf 来求多，但是现在，导带中电子是简并，而 
价带空穴并不简并，因为 

jEf _ Ev~ E，t 一 £v + _ Ec = Eg — (Ec 一 £f) 

= 1.12 — 1. Ak B T = 1* 12 - 0. 036 = 1. 084(eV) > k h T 
故应用非简并半导体空穴浓度公式求出 

P = N v e ~~^ r ~ = 1. 02 X 10 19 X e 一纖= 8(cm— 3 ) 

1- 2. 17 某种半导体结型器件需要 n 型材料且必须在 100 fl C 下工作.试问若在硅中 
掺 lX10 14 cm_ 3 磷得到的 n 型材料能否合用？锗中掺 lX10 14 cm- 3 砷，可以用吗？ 


硅 


1* 08w 0 ， mp = 0* 59^o 


锗 m ； = 0* 56m 0 ，m p # = 0, 37m 0 


注意随温度而变化，服从 £,=£,(0)-^ 


其中锗、硅《，沒和£“0)值列于表 1. 2. 4 



1 . 2_4 


Ge 


«( X 10 一 


4. 73 


4. 774 


五 〆 0) 


235 


.17 


0. 7437 


解随温度变化表达式 如下: 


Eg = 丑 〆 0) — 


aT z 

T r Vfi 


10 (TC 时， 
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Si E g = 1- 17 


Ge E g ^ 0. 7437 


, 73 X 10_ 4 X 373 2 = 
(373 + 636) 一 

_ 774 X 10~ 4 X 373 

一 （373 + 235) 


M(eV) 


0. 63 (eV) 


这样 10( TC 下,硅锗本征载流子浓度 


2-51 X 10 19 X 



Ge 


2. 51 X 10 19 X 


m n m p 


r I 

，工 | V 备 

(300 厂 


9. 3 X 10 21 cm- 3 


6 X 10 14 cm 


Si 中 N D =lX10 u cnr 3 》 7 2 ,. = 9.3X10 u C m- 3 , 即 Si 中掺 1 X 10 u cm— 3 杂质，磷在 
100 ° C 下全电离，故 


^N u = 2 X 10 x Vcm 3 


而 


A 

N d 


• 6 X 10 8 /cm 3 


显然， 《 = 2 X 10 i 4 C m 一 3 >》= l *6 X 10 s cnr 3 , 是 n 型材料，所以硅中掺 lX 10 14 cm - 3 磷得到 
的”型材料 合用. 

现在 Ge 中掺杂不变，但因 iV D = lX10 14 cm _3 <n,.= 6X10 14 cm _3 , 所以 10CTC 下 Ge 材 

料本征激发主导了载流子的产生，即 《=/>=^6 X 10 14 C nT 3 , 这样由于 Ge 材料本征导电而 
不合用.因此 

n^T) > N d 

指出载流子产生进入本征激发区，此时半导体呈本征导电，所以 N D = n ,( T ) 确定了器件工 
作温度的最髙极限. 

1 ， 2 , 18以施主杂质电离 95 %作为强电离的标准，试求掺磷硅(磷杂质电离能£ / = 
0. 0 4 5eV) 在 300K 时，以杂质电离产生载流子为主的饱和区相应的掺杂杂 浓度. 

解题解 1. 2. 16 给出了在低温杂质激发产生载流子情形下，含一种施主杂质半导体 
中的电中性方程 


iS^D — «D = 


( 1 ) 


Nl 


Ni 


g 称杂质电离度，当1，则有 




这就是以杂质电离产生载流子为主的饱和区载流子浓度公式. 
解 1. 2_ 16 还给出杂质激发产生载流子的浓度公式为 

n = NdAx 

代入 (1) 式，得 


n d 


Ax 


依题意，当# 


# = 95%,载流子产生开始进入饱和电离区，代入 


4 


㈣ ， 


得 
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• 209 ♦ 




这时号《1，对^1+1 


作二项式展开，但保留至二次项，得到 


士 





即 

得到 

式中 Z = 故 


95 , 2 

100^ 1_ ^ 


2 1 
A~ 20 




( 2 ) 


代入硅导带底有效态密度 Nc =2, 8X10 19 cm_ 3 , 及 = 0. 045eV 得到在 T=300K 下杂质电 
离开始进入饱和电离区时的杂质浓度: V D 公式 

1 —5l 1 _«kQ15 

^ D -= Nc X TZ X s = 2. S X 10 19 X X e 0>026 


—■ 1. 24 X 10 17 (em- 3 ) 

这是 300K 时，以杂质电离产生载流子为主的饱和区相应的最大掺杂杂质浓度.因为表 
达式 (2) 中温度： T 是杂质开始进入饱和电离区温度，显然除了电离能外，杂质浓度多寡， 
对于电离温度 r 也有显著得影响，下面题解 1. 2. 19 的计算表明，当磷杂质浓度 N D =1X 

10 17 cm _ 3 时，杂质进入饱和电离时温度是 281 K ， 而当 # D = lX 10 14 cm - 3 时，饱和区开始温 
度为 77 K . 


1-2. 19非简并掺杂半导体中载流子产生是随着温度上升从杂质电离逐步过渡到本 
征激发的，在这一过程中将经历两个转变温度，即杂质弱电离过渡到饱和电离-饱和电离 
区开始温度和饱和电离过渡到本征激发-本征激发区开始温度.试以硅中掺鱗为例(磷杂 
质在硅中电离能 £/=0. ( M 5 eV ), 计算磷杂质浓度分别为 10 17 cm _ 3 和 10 14 cm - 3 时，饱和电 
离区开始温度和本征激发区开始温度，从而划分出杂质电离，饱和电离和本征激发三个溘 
区，得到非简并半导体中载流子浓度的分温区计算方法. 

解 （1) 饱和电离区开始温度. 


题 1. 2 .18 巳推导出杂质弱电离过渡到饱和电离-饱和电离区开始撖发的公式 



式中硅导带底有效态密度 



2^mjk 


h 2 




(2nk B y 
~1? ~ 


• T 2 ♦ ml • Me 


(1) 


• 210 • 
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Me 是导带底个数，硅 M c =6 ， m d 为硅电子态密度有效质量 

m d = 

桂电子纵向有效质量购 = 0. 98m 。， 横向准激质量 m*==0.19w 。， 算得桂电子态密度有效质量 

= [0* 98 X (0* 19) 2 ]^w 0 = 0* S2Sm 0 


故 




inid) 2 Me 


(0. 328 饥 0 )l X 6 = (0. 328)2 X 8. 69 X 1CT 52 X 6 


9 - 812 X 1CT 52 • 


W 


3- 


_ cm 


z 


i 


与硅导带底有效态密度 We 表达式一起代入 (1) 式，得出 


2 


1 (2^b) 2 , s4 w 1 

efi = 20~ ( ^ )2 #Mc#T 


i 


• 389 X 10 $5 X 9. 812 X 1CT 52 X 了 2 X 


N d 


i 


• 363 X 10 14 X T2 X 


N d 


方程左边指数因子 


is 一 0. 045 X 1. 602 X 1(T 1S 


k B l. 381 X 10 一 23 

所以饱和电离区开始温度方程 

S, 22X16 2 


522. 


e 


T 


1 


1.363 X 10 14 X 士 X r 2 


n d 


两边取对数 


5 - 22 X 10 ! 


T 


In 


• 363 X 10 


4 lnT 


当 iVo=lX10 I7 cm- 3 , 推得 


■flnT- - 6. 598 = 0 


而 Wc ^ lXlOHcm - 3 , 推得 


音 lnT — 52^20 + a 3{)9 = 0 


( 2 ) 


(3) 


方程 (2) 和 (3) 是超越方程，比较复杂，一般常用图解法求解，即使方程两边分别作出关于 
温度 T 的函数曲线,由这两条曲线得交点可以定出饱和开始温度乃但也可方便应用 Neton- 
Rephson 迭代法，由计算瓶算，求得方程 (2) 的根 7\ = 281仄，方程 (3) 的根 r 产 77K. 

(2) 本征激发区开始温度. 

题 1.2. 17给出本征激发区开始温度公式 

n t (T) = N n (4) 

本征激发产生的载流子浓度 




w,CT) = (N c NJ 2 e ccT 2 e 


-写 


于是 
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n t (T) 


<WOK> 


g 2X0.026 # g 


£ g (T) 
• P 2*8^ 


(5) 


n,.(300K) (300) f 

前面题解 1. 2.17 已提到锗硅半导体禁带宽度不是常数，它是温度得函数,随温度升髙而 
缩小,硅材料 


E g ( T ) = 1 . 170 - 


4> 73 x icr 4 r 2 
~ T + 636~ 


故 


r, … …、 4. 73 X 10一 4 X 300 2 .…，”、 

五〆 300K) = 1. 170- el6 + 300 ~~ = 1 - 125<eV) 


(5) 式中指数项 


£^<300) 


e 2 X 0«026 — e 




• 79 X 10 9 


取阶(30010 = 1*5\10 1 °«11 4 ，则(5)式可写成 


rii ( T )= n；(300K) X 


(300) 2 


£ <T) 

j X 2- 79 X 10 9 X T2 X 


= 8* 054 X 10 
把上式代入 (4) 式，得到 


15 X: rV¥ 


8, 054 X 10 15 X Tze 


58 犯 ZSE^CT) 


N d ^ 8. 054 X 10 15 T2e^ 

. 8. 054 X 10 15 ^4 - 

1 = - r ; - Tze 


5602.25£^(T) 


5802.25B.(T) 


两边取对数 


0 == l n 8.054 X 10 15 + J_ lnr — 5802. 25^(T) 


若 N d =^IX KPctiT 3 ，得本征激发开始温度方程 


2 , 519 + | l nr _5802.2^( T) =o 


而7^=1 X10 l4 cm -3 , 得方程 


4.389 + 1^-5802^1)^, 


( 6 ) 


(7) 


由 Newton-Rephson 迭代法求出方程 （6) 根: Ti = 76lK， 丑〆 761K) = 0. 974eV 方程 （7) 根 
T 2 = 461K,£,(46IK) = 1. 079eV. 

(3) 三个温区划分， 

把上面计算两个磷杂质浓度下硅中电子热激发产生载流子的两个转变温度7\,7% 
列于表 1. 2. 5 中. 


表 1 . 2 .S 


浓度 /(cm 一 


1X10 17 



281 


761 


IX 10 U 


77 


461 
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我们看到，1乂10 14 -1/10 17 咖- 3 鱗掺杂浓度 
下硅中饱和电离温区有几百 K 宽，例如 N d = 1 X 
10 17 cm - 3 时，： T 2 — T ! = 761 _ 281 = 480 (K ) ,如图 
1 . 2.15 n 型硅电子浓度 n 随温度变化示意图中平坦 
的一段，而它的两侧则分别是本征激发区和杂质电 
离区，于是有了明显三个温区的划分.而如上述, 
每一温区载流子产生近似地只相应一种机制，对应 
着各自载流子浓度计箅公式，这就是非简并掺杂半 
导体中载流子浓度的分温区计算方法. 

(4) 从表 1.2*5 还可以看到，在 1 X 10 14 〜IX 
10 17 cmi 磷掺杂浓度下，室温 T =300 K 均落在饱和 
电离温区上，这表示室温附近相当宽的温度范围里 
都能应用 n ^ N D 公式来得到硅中电子浓度，因而在 

半导体物理问题和半导体器件分析中就能经常地使用饱和电离假设来计算其载流子浓度了. 

(5) 从表 1. 2. 5中看到，随着掺杂浓度的增大，两个转变温 度：和 乃跟着升髙，图 
2.15 中的曲线向髙温移动.因此，例如 iV D = lX 10 17 C m _ 3 计算得到的本征激发开始的 

温度是 281 K . 那么，小于 IX 10 17 cnT 3 掺杂浓度半导体的本征激发温度都将小于 281 K , 

故题 1. 2. 18算出的是在 300 K 时，以杂质电离产生载流子为主的饱和区相应的最大的掺 
杂浓度. 

(6) 非简并半导体载流子浓度分温区计算 

计算问题的具体半导体材料已知，计算问题中的温度所相应的本征激发载 流子％ 便 
按公式求出来了 • 这时，把具体掺杂浓度例如施主杂质浓度7^与算出的本征载流子浓 
度 叫相 比较，来确定计算问题中的温度落在哪一个温区，从而方便的求得丑 F 位置和 
数值. 

(a) ” .•比 大一个数量级以上，说明温度落在本征激发的温区，于是使用以下 公式： 

n = /> = n ； 

E ? = j(£c + Ev ) + ^ln ^ 

( b ) 叫与从>在同一数量级上，计算温度落在本征一全电离过渡区，有联立方程 

n • p = nf 
p + Nn = n 

则 

^ N d + (M + 4 n ?)2 



N 型硅中电子浓度; t 附温度变化 
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£ f - E ( + k B Tln 


N D + (Nj> + 4n?) 2 

2«r 

( c ) n , ■比小一个数量级或更小，计算温度落在杂质激发区，本征激发可忽略，使用 
以下公式 


n = N^Ax 

£f ~ -Ed + ^Tlnx 


式中 A 




N ，' 




1 


①全电离公式 


A = 

A N c 


《1，即乂》1 


有公式 


n d 

A _ 

n d 


和 


E f = Ec + ^ a^ln 


Nd 

N c 


②弱电离公式 


呈 = 


A 


N c 


》1 ，即泌《1 


有公式 


NgNr , 

2 


-每 


Ejr 


E c + E d t k h T ln N d 


2 ••• ZN C 

参阅林鸿生，非简并半导体载流子浓度的分温区计算，云南大学学报（固体物理专辑）， 
2002, 24,(5A),1 


第三节输运现象 

12 20 在晶态硅中，能隙是 1. UeV ， 空穴有效 质量抑 ^0.3 饥，电子有效质董饥 e = 

0. 2灼， 

⑴作出合适的近似(并证实)*求出质量作用定律 _=/ cr ) 中的函数 / CT ) 的表达 

式.其中”和声是电子和空穴的浓度, r 是溫度•积分 I 。 

( 2 ) 要掺入多大浓度的施主杂质砷 (As), 才能使室温下非本征电导率比本征电导率 
髙10 4 倍 以上？ （忽略受主杂质，静态介电常数为 e = il . 8) 

( 3 ) 半导体的功函数黾是指电子在真空中的静止能童与半导体的费米能级之差，如 
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果一个功函数为 A 的金属与半导体接触，根据材料在结处的能带图钲 明:依 A 和龟的 
相对大小，结可以是整流结或欧姆结. 

解 （1) 在导带底附近五 U ) 与 A 的关系为 


则导带底附近的态密度为 

费米分布函数为 


£(« = E C + 


n 2 k 2 


g { E ) = 


2 m e 


(E - E c ) 


所以，在能量 E ~^ E+dE 之间的电子浓度为 

dn = f { E ) g ( E)dE 

则热平衡时导带电子浓度为 

_ 

n = f(£)gCE)d£ 

J £ c 

若近似认为 E - E F > k B T,m AE )^ e~ (S -^ r t 由于在半导体中，最常遇到的情况是费米 
能级&位于禁带内，而且与导带或价带顶的距离远大于知 T ， 因此上述近似是合适的. 

由此得 


n = 47r( 管 ”( 是 B T) 音 eW'—UA-^b: = 〜 t 

式中，同理可得热平衡时价带空穴浓度为 

p = Nye^_ W 

式中，气由此得 

np 二 N c Nv^W ， k ， = N c N v e- E ^ T - f(T) 

即 


/( T ) - 


4(2 兀知 T) 3 (m e m h )i 

¥ 6 


一 W 


(2) 由于吵=/(了)，表明在一定温度下，任何非简并半导体的热平衡载流子的乘积 
与所含杂质无关，因此，对于本征半导体(?2==^| =礼)同样成立，故有 n p = n f t 
对于本征半导体，其电导率为 


— eniipL t + 凡）〜 2etiif£ t 

若掺入施主杂质浓度为 AT D ，在常温 下#〜 iV D , 并忽略受主杂质的影响，则材料的电导率 
为 


按题意 


o — 




第二章半导体物理 


• 215 • 


式中 


Nd 

2n/ 


10 


2(2 咖了 ） 2 (m e m h )* 一 V 2 *B r 
ni= -^- e 


则 


% 509 X 10 19 X 


m c mh 


300 




2. 509 X 10 19 (0. 2 X 0. 3)4 e ~ 2xb * 026 
9.15 X 10 8 ( cm 一 3 ) 


-^d = 2 X 10% = 1.83 X 10 13 cxrT 3 

( 3 ) 当 0 m <0 s 时，金属与 n 型半导体接触前后的能带图如图 1. 2.16( a ) 和 ( b ) 所示 



图 L 2. 16 

接触后，由于氣 1 <电，所以金属中的电子流入半导体，半导体表面处能带向下弯曲， 
表面形成髙电导的反阻挡层，它对半导体和金属接触电阻的影响很小，故此时所形成的是 
欧姆结. 

当 0 m >0 s 时，金属与 n 型半导体接触前后的能带用如图 1. 2.17( a ) 和 ( b ) 所示. 



⑻ 


图 L 2. 17 


(b) 
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接触后，由于1>黾，所以半导体中的电子流入金属，半导体表面处能带向上弯曲， 
表面形成髙阻的区域一阻挡层(表面势垒），当加上正向偏压(金厲接正,半导体接负），表 
面势垒降低，使半导体流向金属的电子流大大增加，即形成大的正向电流;而当加上反向 
偏压(金属接负，半导体接正），表面势垒增高，使半导体流向金属的电子流大大减小到接 
近于零，而只有少量电子从金属流向半导体，即形成了小的反向电流，故此时所形成的是 
整流结 • 

1 . 2. 21 求半导体中电导率对温度的依赖关系（其中 r 为弛豫时间）.该半 

w 

导体处在使其中自由载流子浓度为常数的温度下，并且散射机制是由于少量而恒定的杂 
质电荷所引起的卢瑟福散射. 

解对于卢瑟福散射机制，微分散射截面为 

鳩 = (1^|^) 2 —音） 

式中，为散射中心的电荷， e 为半导体的介电常数^为带电粒子的速度 J 为图 1. 2. 18 
所示的散射角. 



因为散射概率 P 可表示为 


P = Njv 


S(6)(l — cos 沒 ) d 没 


式中，是电离杂质浓度.则电离杂质散射的弛豫时间为 


丄 


Njv 


2nd - cos^)S(e)sinade 


NiZ z e ^ 


87tV^m 2 t/ 3 


In 


1 + 


4 兀 g 2 e&nV 


上式的对数函数中虽然也包含有 wm ， 但是对数函数变化比较慢，近似地可作为常数来 
看待，因此有 


Njv 


由于在散射概率公式中，速度〃可表示为 





^pl/2 
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又按题意，半导体处在 n ^ fNi=const 的温度下，所以 

丄 rv - T —3/2 


电导率 

a = ^cc T 3/2 

m 

1 .2.22 求半导体中电导率对温度的依赖关系（其中 r 为弛豫时间).该半 

m 

导体处在使其中自由载流子浓度为常数的温度下，并且散射机制是由于晶格原子热振动 
所引起的晶格散射. 

解晶格原子热振动使晶体势场 F ( r ) 偏离严格周期势场，而使晶体电子道受散射， 
发生从是到是'的跃迁，这就是晶格散射,其散射过程可以用电子与声子相互作用来描述. 
在散射前后，它们必须满足能量守恒和准动量守恒 定律. 如果电子散射之前的波矢和能 

董分别为知和 瓦 ，称为初态，散射之后波矢与能量分别为愚和称为末态，则 

Hk{ = 

Ei =私 土 Kco r 

为波矢的声子能量，其中“ + ”号相应于电子在散射后能量与准动量的增加，称为吸 
收声子的过程，而 “一 ”号则表明电子在散射以后能量与准动量减小了，相应于发射声子的 
过程. 

首先要指出的是，由于准动量守恒的要求，在能带具有单一极值的半导体中，仅有长 
格波才会对载流子的散射起显著作用.说明如下，电子准动量 

7 ik = m*v 

由能量均分定理(见题解 1. 2. 14). 


则 




V 3 m 


k^T 


n 


例如假设电子有效质量 m ” =0. 3 m 。， 有 



k z T 

n 


Vs 


= 5.8 X lO ^ cm - 1 ) 


X O . 3 X 9.1 X 10 一 35 X CK 026 X 1. 6 X 10_ 19 

1.0 X 10一 34 


若晶体布里渊区线度为^，假定晶格常数 a =5. 4人，有 

C4^ 


2k 

a 


2 X 3. 14 
5. 4 X 10一 8 


勿 1.2 X lORcnr 1 ) 


所以，电子波矢 5 . 8 X lOkm - 1 仅是布里渊区线度的二十分之 一. 由准动量守恒，电子波 
矢也在 lOkm - 1 数量级上，因此对电子进行散射的是小 g 声子，即长格波在散射过程中起 
主要作用.下面进一步从能量守恒定律来讨论长格波声学声子所引起的散射. 


固体物理及物理最测量 


电子散射概率 P 与末态的态密度成正比(半导体导带基本上是空的，末态可占用概 
率为 1) ，取自由电子能态密度公式 


giE± n<o q ) = ^\ E ± nco q ) 


电子吸收声子的散射概率与声子数 5 成正比，发射声子散射概率与声子数 Q + i ) 成正比•声 
子服从玻色分布 5=^- ，所以电子总的散射概率 

o A B T — 1 


P 0C 




4艽 




第一项代表电子吸收声子而引起的散射概率，第二项代表电子发射声子所引起的散射概 
率，总的散射概率应该是对所有声子求和 • 式中反映电子与格波作用强弱的因子, 
如果则第二项等于零，说明电子能量不足以发射比它能量大的声子. 

长格波声学声子能量很小，东^« 知 T ，故上述总散射概率式芋中的分母指数项可以展 
开 


一 1 




々 )-i 


fico^ 

k B T 


同时长格波声学声子对电子散射实质上是长声学波所引起的晶格畸变势对电子的散射, 
而畸变势所引起的电子声子耦合 


G(q) oc |^| 


即 


GCq)^C\q\ 

而长格波声学支色散关系 

= C\q\ 

于是长格波声学声子引起的电子散射总散射概率 


P CC 


i( 


n z ) Y G( ^ ^ 

UbT 

o 丄 h 


1 + 


五出。 \ 

k B T) 


£2 


7ico Q 

k B T 




C\q\ 


oc (m^)^Ehk h T) 


即 


P = ACm^^EhkBT) 

式中 Z 是比例常数，半导体电子服从能量均分定理 




则 
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因此弛豫时间 r 


则电导率 


Pcc r 2T = TZ 


r = cc 7 


2 


(T = ^ CC T" 2 
m 


现在可以应用以上结果解释上一章自由电子论与晶体电子输运性质中题解 1. L 120图 
M . 81 Ge 中温段 pwT 的关系_因为在这个温度范围里，杂质全部电离，自由载流子浓 

度，例如电子浓度 n 为常数，半导体 Ge 电阻率将主要取决于晶格散射 vcc ^ ocpccr 1 , 
因此随温度升髙， Ge 电阻率增大. 

参阅林鸿生，近代固体电子输运理论建立的辩证法,云南大学学报 A 辑(固体物理专 
辑 ），2002,24(5 A )，4. 

1. 2. 23说明髙补偿半导体 Ge ; . Si , 其电阻率比本征 Ge 、 Si 样料还髙. 


解首先来证明当外尹内且电子浓度《=叫^，空穴浓度 # = ^ 时，半导体材 
料的电导率最小，并给出^^的表达式.半导体材料电导率为 

1 . nf 

— ne/《 n + peap -- + 

上式对 《 求导数，并取零 


dc 



得出时， 17 有极值，此时 p = ~ = ni 


々，而 


dn z 



2r U P > o 


n 


故当 n = n , ^/J , P = n iA J g 时…取极小值.于是半导体最小电导率 

^ = nefx n + pef^ = n { V 片>//^凡 + w,. V 

现在来求 300 K 下 ， Ge 和 Si 样品的最小电导率最值，并和本征电导率 比较. 
Ge：« r = 2. 4 X 10 13 cm -3 j ^ n =3900 cm 2 /V * s ，^ p =1900 cm 2 /V • s ， 则 

本征电导率 


最小电导率 


A = + 丹 ） = 2, 23 X lCP 2 (flcm) 一 1 


^min = 2ni€ = 2. 09 X 10— 2 (f2cm) _1 

Si ： n t = l. 5X10 lo cm _3 »^ n =1350cmVV * s,^ p =500cm 2 /V • s , 则 

A = 4. 44 X 10— 4 s/m « 4. 44 X 10— s (f2cm) 一 1 
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Cf^n = 3. 95 X 10— 4 s/m = 3. 95 X lCT s (ncm)— 1 

固体电导率越小，则电阻率越高.以 Ge 为例，〜 i n =2. 09<^--2. 23,说明 Ge 本征电导率 

不是最小，掺杂 Ge 反而可能有更髙的绝缘性能. 

下面来计算 Ge,Si 具有最小电导时，电子和空穴浓度 

_ 

Ge: n= = n t . = 0. 70m,- = 0. 70 X 2. 4 X 10 33 = 1. 68 X 10 13 cm -3 


Mn 




3900 


3900 

1900 


1. AZfii = 3. 44 X 10 13 cm 


Si t 


n v ^ ~ Hi V^ 61 ”； = 9’ 13 X 10 9 cm -3 


P = nii \ J^QQ ~ 1* 64 w ,- — 2. 46 X 10 lo cm -3 

所以，半导体有掺杂反而有最小电导率，但 n , f 数值相差很小，而且数值也很 
低，这些在只有高度补偿掺杂情况下，才可能做得到. 

1. 2.24 InSb 的电子迁移率为 A 5 m 2 /V * s ， 空穴迁移率为 0. 075 m 2 /V • s , 室温时 
本征载流子浓度为 1. 6 X 10 w cnT 3 , 试分别计算本征电导率，本征电咀率和最小电导率，最 
大电 阻率. 什么导电类型的 InSb 材料电阻率可达最大？ 

解 对 InSb , 应用题解 1.2. 23计算公式 

<Ji = 邮 (凡 + 外 ） = 1. 6 X 10 ls X 1.6 X 10— 19 X (7. 5 + 0.075) X 10 4 = 19402cm)- 1 
ft = — = 5.2 X 10— 3 fl • cm 

- Infi V t^th = 2 X 1.6 X 10 16 X 1.6 X 10 -19 X V 7.5 X 0.75 X 10 s 
= 38.4 (Hem 广 1 

Pmax = ~ 0. 026 Ocm 


电阻率最大时 , I n Sb 中电子与空穴浓度 


y Mp/Mn 


1.6X10: 


750 

7500 


• 6 X 10 15 (cnT 3 ) 


P = 7 ti = 1，6 X 10 ls 

/故 p 型的 InSb 材料电阻率可达 最大. 

^ 2. 25 室温时， ¥ = 2 6mV,— 硫化镉样品的可动载流子密度为 10 ls C m' 迁移率 
为 A=10 2 cm 2 /V • s. 

(1) 计算此样品的电导率； 

( 2 ) 载流子不断陷入不可移动的地方，然后又被热激发至可移动态，如果可动态的平 
均自由时间为那么载流子在相继两次陷落之间扩散距离的方均根值是多少？ 

(3) 如果载流子有效质量等于自由电子质量的 0. 1倍,那么相继两次散射之间的平 


7500 

750 


1.6 X 10 17 (cm_ a ) 
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均时间是多少？ 

解 （1) 电导率。=加户=1父10 16 \1.6父10_ 19 父10 2 = 0.16«2* ^) _1 = 16(0 • 
m)- 1 

(2) 根据能量均分定律 


丄 



mvl = 



niVy = 


2 



k B T 


所以 


jmv z = |^ b 7> 2 = ^ 

所以载流子在相继两次陷落之间的扩散距离的方均值 




•t = V3 X 26 X 1CT 3 X 1.76 X 10 11 X 10 一 5 


= 1.17( m ) = 117( cm ) 

(3) 由金属的自由电子论知 


ne z { r ) 


其中是电子有效质量，所以相继两次散射之间的平均时间 


< r ) 


a 


ne 


2 


0. l < y | m 
ne \ e 


0.1 X 0.16 X 10: 


IX 10 22 X 1. 6 X 10 


19 


X 


1 


1-76 X 10 n 


5 - 68 X l ( T ls ( s ) 


1 U6 半导体硅材料纵向电子有效质量 m / = 0.98 你)，横向有效质童 m , = 0,19; w 0 
( m 。 为静止电子质量），若已知硅电子迁移率为 0. lm 2 /V • s , 试求当外加电场强度为 
10 4 V/m 时，硅电子平均自由时间和溧移的距离. 

解首先求硅电子电导有效质量 m . 



m c 




0.19/ m 0 


即 m c = 0 - 26 m 。， 按照洛伦兹经典电子理论，硅电子平均自由时间 


Mmc = 0>1 X IQ 4 X 0. 26 X 9> 1 X 10~ 35 

e — vex 10 一 19 


= L48 x KT 13 (s) 


在电场强度 e = lX 10 4 V/m 下，硅电子平均灌移速度 


^ = 0,1 X 1 X 10 4 = 1 X 10 3 (m/s) 

则硅电子平均漂移距离 

L d - - 10 3 X 1.48 X 10 一 13 = 1. 48 X l(T I0 (m) = 1* 48(A) 

参阅林鸿生，电导有效质量及半导体电子的自由粒子性质，大学物理，1999, 18(8), 21 
1.2.27 O . lkg 的 Ge 单晶，掺有 3‘2 Xl ( T s k g 的 Sb . 设杂质全部 电离. 试求该材料 
的电阻率•（设内 = 0. 39 mVV - s,Ge 单晶密度为 5. 32 g / cm 3 ， Sb 的原子量为121, 8.) 

解 Ge 单晶体积为则单晶中杂质锑浓度沁为 
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N d 


• 2 X 10 一 9 X 10 3 
122.8 


X 6 - 022 X 10 


()♦ 1 X 10; 
5 - 32 




8-4 X 10 14 (cm— 3 ) 


由题设全电离假设,则该材料电阻率 


丄士 1 = _ L ^ = 1 = _1_ 

P ~ a ~ nej^ + pe^, ~ ne^ ~~ — 8. 42 X 10 14 X 10~ 19 X 0. 39 

= 1. 9 X 10 _2 (nm) — 1. 9(0cm) 

1.2.28 早期锗硅等半导体材料常利用测其电阻率的办法来估计纯度.若测得室温 
下电阻率为 lOncm ， 试估计 W 型锗的纯度，并讨论其局限性，（锗电子迁移率户= 
3900咖~、— S 锗原子密度 d 二 4. 42 X 10 22 cm — 3 , 电子电荷量 e =1.6 XUT 19 A . s .) 

.解室温下 W 型锗电导率 


则 


CT = ne/ln = Niye^n 




_1_ 

10 X 1-6 X 1CT W X 3900 


=1. 6 X 10 14 (cm" 3 ) 


纯度 =^ X 4 ?° 4 ； 2 x 3o' X 1014 = 299999^^ 

6 个 9 

常称该材料纯度为 6 个 9 . 实际上有杂质补偿，所以估计偏髙，尤其若出现高补偿，这个纯 
度测定就完全不能说明问 题了. 现在已不采用这种单晶纯度电导测量方法了，而是广泛 
应用光谱法分析半导体材料中杂质类型及其含童. 


1.2.29 在液氮温度下，用光激发本征锗产生传导电子，其平均密度为 lX10 12 cm- 3 , 
在此温度下，电子和空穴的迁移率相等 #=0. 5X10W/V-S. 

(1) 假如将 100V 电压加到边长为 1cm 的立方晶体上，这时，产生的电流约为 多少？ 

(2) 电子和空穴的扩散系数的近似值是 多少？ （室温下 ¥=26mV.) 

解 （1) 电流密度 


j = <rE = {nfx n + p^)eE = Inp^e ^ 

将《=1乂10 12 <：111- 3 ，内= 0_5父10 4 «11 2 /¥.3,7 = 100¥，3=1011 等数值代入，得 

7 = 1- 6 X 10 3 A/m 2 

所以，电流 

/ = >5 = 1. 6 X 10 3 X 1 X 10 -4 = 0.16(A) = 160(mA) 

(2) 由爱因斯坦关系 

D = k^r 

在液氮温度下 ，7" d =77 K ， 题中设^4=^=#，故 

Z) n = Z)p = £) 


由此得电子和空穴的扩散系数 
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是 B 了 D 


26 X 10~ 3 


77 

26 X 10" 3 X ^ X 0. 5 = 3. 34 X l(T 3 (m 2 /s) 


1. 2. 30在一假想的 n 型半导体中，若电子在导带中£:和丨的关系可近似表示为£ 
=aA 2 +const， 在 B=0. lWb/m 2 的磁场中，电子的回旋共振频率为如。 =1. 8X10 u rad/s 

(1) 求 a 的值； 

(2) 假设半导体中掺入五价施主杂质，估计每立方米中杂质的数目.已知室温时霍 
尔系数为 Rn =- S . 25X10^m 3 /a 


解 （1) £= a 々 2 + const ， 所以 


丄扭 

¥ W 


2a 

¥ 


又知电子回旋频率 


如 0 


£5 


由此得 


% Z < O 0 

JTb 


(1.05 X 10一 34 ) 2 X 1.8 X 10 
2 X 1, 6 X lCT 19 X 0.1 


6, 2 X KT 38 J • m 2 


(2) 对 n 型半导体 w》/)， 所以 


Rh ^ 


ne 


在室温下，杂质已基本电离，因此杂质浓度 


Nr ^ 


1 

Rne 


6 - 25 X 1CT S X 1-6 X 10一 19 


10 24 (nT 3 ) 


1. 2. 31 对厚为 0. 08 cm 的 n 型 GaAs , 沿工 方向通以 50 mA 的电流，沿 
0. 5T 的磁场，得到 0. 4mV 的霍尔电压，求 

(1) 霍尔系数 ； 

(2) 载流子浓度； 

(3) 如材料电阻率为 1. 5X l(T 3 a C m， 求载流子霍尔迁移率. 

解 CO 霍尔系数 


方向加 


Rh 


ixB z 


Vn 

d 


Vnd 

IB Z 


()• 4 X 1CT 3 X ()• 08 X 1(T 2 
50"x 10" 3 X 0. 5 


1. 2Bm 3 /C 


载流子浓度 


允 H 


ne 


-' R H e ~ 1.28 X 10" s l-6 X 10 
(3) 霍尔迁移率 


• 88 X 10 17 (cnT 3 ) = 4. 88 X 10 23 (m 一 3 ) 


Mh = — Rh 


丄 
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代入 p=l. 5Xl(T 3 ncm=1.5XlCT s nm, 得 

1-28 X 10" 5 八 .... , , TT 、 
邱 = l.'sx 10- 5 = 0* 853(01 /V.s) 


1. 2. 32 推导本征半导体的霍尔系数表示式. 

解如图 1.2. 19所示，长方形样品垂直 
于磁场放置，所加电场沿: r 方向,也与磁场垂 
直.由于洛伦兹力的作用，电子与空穴的轨 
迹都要向1方向偏转，这就引起了电子和空 
穴的横向电流.当横向处于开路的情况下， 
磁场引起的横向电流，使得在样品沿: y 轴的 
两边引起电荷积累，从而在^方向建立起横 
向霍尔电场 k 在稳态时，由于磁场所引起 

的横向电流与霍尔电场引起的横向电流相互抵消，故此时 y 方向的净电流为零，但电子和 
空穴电流分别地并不为零. 

设 ( J P ), 和 (人八 分别表示: y 方向空穴和电子的电流密度，则 

(J p ) 产 pq^y — Pq ^<^ p ) zB x 
= pq^y — 

(Jn)y= nqptnBy + nq^t x B z 

稳态时 

Jy = + (Jn^y = 0 

由此得 



图 1 . 2.19 


所以 


(nq^n + pqM?)^y + inqpi — pqf4^B z = 0 


又 


所以 


由霍尔系数及 H 的定义 


Jx = g(pMp + n^n) 


1 PtA — npj 
Q ( 户片 > + n/O 2 


可知 


对本征半导体 


Rh = 




/? 一丄 PA — nfA 

H _ ? ( pf 4 + n f^y 



故 
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及 H 



丄 ♦ Mp — Un 

qn { • 綁 + /^n 


图 1.2,20 


qni (外 + /4) 2 qni + Mn 

1.2. 33 在低温下，当能带中载流子极少时，杂质带中载流子的导电性将表现出来. 
设杂质带中电子迁移率为邱，半导体导带中电子迁移率内，可以把它们看作两种不同的 
载流子，试求磁场作用下的霍尔系数，并由此解释低温反常霍尔效应. 

解首先应用霍尔角的概念来推导两种载流子情况下半导体霍尔系数的公式.当对 
通有电流半导体施加磁场时，由于洛伦兹力，在垂直电流 jx 

方向产生一个横向电场称霍尔电场，可以利用下列便于想 1 

像的方式(见图 1. 2. 20) 获得这个横向电场的大小.设想 
没有磁场存在时，由于电场^引起的沿导体方向（即工 
轴)的电流密度 Sl * 2 ' 20 

jx = ^ 

加上 Z 方向的磁场，它的惟一作用可以看作是使电流偏转一个角度 I ，而基本上不改变 
电流的大小，在 L 很小的条件下，这个效果可以看成是在横向产生电流 

h ^ jxO- 

电流密度 A 由两部分组成，电场 t 引起导带中电子的电流 ( i n h 和杂质带中电子电流 
(_； D )； e ， 即 

3 ^ = O'n)^ + cy„ D )x 
导带中电子电流 OnXr 和杂质带中电子电流密度分别为 

On)x = nef ^ 


(乂） 


nept^x 


在磁场札作用下，它们产生的: y 方向偏转电流分别是 


0 n D )^ 


于是^方向偏转电流 


iy ~ On)^-+ (— 及 ）+ n^efz^ {— /u d B x ) 

=— e{npi + n D /4)s a B z 

这个偏转电流引起导体两边上电荷积累，造成横向电场 S 适足以抵消上述电流，电场 S 
引起的电流为 


沉 y 念 ( ne ^ + noe / u D ) e , 


由有 


所以 


^ ne Mn + njye/x D )£ y =一 e(n/4 + nnf4 > )€ x B z 
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(n/4 + 衫 d/4) 
+ no/^D 


^ xB z 


Cn /4 + ” d /4) jx 

nfij , + n D ^D a 


故 


infjj + np / xl ) 
einfj^ + n D ^D> 

及 h =一 


VxB ： 


inpj 4 - n D /4) 

eCn/Un + » d " d ) 




现在来解释低温反常霍尔效应，若半导体中不存在杂质带，那么低温下， w oc e % T ， 随 
着， T^0， w -K)， 霍尔系数 AhI — oc . 但在低温下，由于导带电子所以半导体中重掺 
杂所带来的杂质带的导电性将表现出来，以至低温下霍尔效应将主要由杂质带来决定 


Rh ^ 


n^e 




即在其低温度下，霍尔系数大小与饱和区的霍尔系数相近，说明I及I随着温度下降经历了 
一极大值后减至一个饱和值，这就是低温下霍尔系数的反常 效应. 图 1. 2. 21示出 n 型 

. Ge 样品低温下翟尔系数与温度的关系. 



1 


10' I ， 



第四节过剩载流子和 png 

1.2.34 —块含有施主杂质浓度为 # D == 
IX K) 17 cm_ 3 的半导体材料硅,在光照射下体 
内均匀产生 An-Ai& = lX 10 1Q cnT 3 的光生载 
流子 • 试画出此时硅的能带图,并准确标出准 
费米能綴的位置. 

解 热平衡时硅中载流子浓度 


A^o = « f e 


Po 


nf 


Hit 


4 - 5 - 

♦ 


IX 10 17 cm 


• 25 X 10 3 cm 


( 1 ) 


0.2 


j / r ( K _，) 


图 1 . 2.21 


式中& 是硅本征载流子浓度， 1. 5 X 10 1 。 
cnT 3 , 瓦是本征费米能级. 

半导体中存在非平衡载流子时，用准费米 
能级£1和来描述载流子统计分布 


n 0 + Am = n t e 



* B r 


= po + — B 

式中是非平衡状态电子与空穴的浓度, A« = Af 为过剩电子与空穴浓度，代入 no9 po 
与 An,Ap 值，上面式子改写为 


1 X 10 17 + 1 X 10 1 °=5= 1 X 10 1? cm 




与 （1) 式相比， 


[ P = 2. 25 X 10 3 + 1 X 10 lo = s = 1 X 10 I 0 cm - 3 差玄叫 
心而 /> = lX 10 1 G » h = 2 . 2 5 X 10 3 , iWEN =£ j . 但母则大大偏离越, 
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由于/>大小接近 叫，故 m 靠近到娃本征费米能级 &，即 

故此时硅的能带图如图 1. 2. 22所示，注意硅本征费米能级艮基本位于禁带 中央. 




Ec 

El 


Ei 


-- — 

图 1. 2. 22 

1. 2. 35 如图 1. 2_ 23,用4880 AAr + 激光来照射一块长度及宽度远大于厚度 f 及样 
品扩散长度 I 的半导体 Si 材料，入射光在表面层内被完全吸收，样品上下表面复合速度 
分别为& ，& ，单位面积光生载流子激发 率为& 


0 r 

X 



图 1, 2, 23 


(1) 写出光激发产生过剰载流子运动方程及边界 条件; 
<2)试证光生载流子沿厚度工的分布为 


△声 O ) 


L 

D 


cosh 


x 


gF l9 F 


L 


+ a 2 sinh 


t 


x 


L 


(®i + o: 2 )cosh ^ + (1 + a 1 tf 2 )sinh ― 


其中 L ， r 为过剩载流子的扩散长度及寿命， £) 为双极扩散系数， e 为单位电荷量 



L 



sinhx 




( e x — e x ) f cosh * 2 ： = 了 （ e : + e ^ x ) 


(3) 试求单位面积样品光电导 

AG 


egr/^(l + b)F 2 


Fz 


sinh — + a 2 cosh 丁 
L L 


«2 


( a i + a 2 )cosh ^-+(14- ax« 2 )sinh j - 


分别为电子和空穴迁移率 

Hv 

解 （1) 本题实际上是对 Dember 效应的进一步研究，主要是考虑表面的复合因素， 
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从 Dember 效应讨论看到，由于光照将引起的 Dember 电场调节电子和空穴运动,使它们 
同步，从而可用双极扩散系数 Z) 来统一表达它们的运动，故过剩载流子的运动方程 

^ 厶炎（工）^ 


dx 


2 


边条件 


上表面 一 D p 


9 Ap ( x ) 

3x 

dx 


+ Si ^ p ( O ) 


x—0 


下表面 一 

dx x^t 

光仅在表面激发产生过剩载流子. 

(2) 令 L 2 =Z>r， 方程通解为 ^ ^ 

△pCar ) =也 & + Be L 

现在利用两个边界条件来定系数4和 B 

d △户 A -f . B i 

^ = T e +r e 

dAp A , B dA 泠 

1 — - 4 — — A — * 1 

Ax o L L t 

Ap \ 0 = A -{- B t ^p\ x = t = A 

所以代入边界条件可得 


+ SApif ) 


A . B 
L e + L e 


Ae~ f + Be f 


_ £>j _ \+ |e 


S 2 (Ae~ X +Be L ) 


Si(A + B ) _ D( —童 + 量 j 

[ j ^~ S i )^ i A = (f +5 2 ) e t B 

g = ( 5l + |)A + (5 1 -fb 


(1) 


( 2 ) 


由 （1) 式得 


f + 5z 


D 


— S 2 


代入 (2) 式 



得 
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B 


和 


A 


D _ 
L ~ 


S 2 g 


D 


L 





D 

L 


+ *^2 


a 

L 

e — 


: f — & 


D 

L 


+ 


D 

L 


e 


B 


D 

L 


+ iS 2 


g 


一 Si 


D 

L 


+ Si )( 


D 

L 


+ ^2 


e 


D 

_ ■_ ii 

L 


i 


L~ 


-€ 


Si 



+ 5 j 


+ 5 2 


同样，系数 S 的分子与分母同乘 


f ~ 5 


e %得 


B 




f + •?. 十禹 


e 


-f 


D ^ 
一—-一 

L 


e 


f - 5i ) e_i 


我们引入 




憧 

一 D 、 





L 


进一步化简 A , S , 得 


A 


D 


1 


L d + «i)e 


B 


D 

T 


(1 — gj)(l — <x 2 ) - 

l + T 2 e 


1 


e 


(1 + 戊 1)(1 + o z ) 

1 一 «2 


e 


(1 — «i)e 


-± 


e 


-士 


引入 


sinhx = ^(e: — e 一 ! ） ， cosha: = +(e x + e^ x ) 

u /i 


进一步化简系数 a ,5 


4 




(1 + « 2 )e 


及 _ 

D 

X (1 + a i)(l + a 2 )e“ 一 （1 一 «j)(l — * 2 )e 


一士 


L 

D 8 


(1 + « 2 )e 


2(1 + a^sinh -j- + 20i + « 2 )cosh — 



g _ (1 — “2 ) e - _ 

D ± 

7 (1 + « i)(l + « 2 )e — (1 — « i)(l — < z 2 )e 

L g _ (1 - g 2 )e~ f _ 

D 2(1 + ai« 2 )sinh j- + 2<ofi + a 2 )cosh 


-f 


于是 


A/>= At + Be 


L 

D g 


(1 + oi 2 )e L e L 



—4* ^ 

(1 一 众 2)e e 


化简 


玄 f 

2(1 + « iff 2 )sinh + 20! + a 2 )cosh 


e 十 e + a 2 e — a 2 e 


故 


其中 


2 cosh - f j + 2 a 2 sinh ( —£ 


释争 」 辟 a 

(«i + a 2 )cosh z + (1 + ffi« 2 )sinh ^ 




cosh j £ ^ X j + a 2 sinh | ^ 

(A + a 2 )cosh + (1 + ff!« 2 )sinh 


T 


(3) 欲求单位面积样品光电导 • 先求出单位面积上样品内非平衡载流子数目 


AN 


AP = f Ap(^)dx 


L f 0 [eosh(^) + a 2 sinh(^ 

D g . t 

(1 + ffi« 3 )sinh -^ + (< j；j + a 2 )c 


先计算积分值 


J 。 cosh ( t j + a 2 sinh 


• : cosh ( 宁 ) d : + 

.’° h (〒 j (— z 


! —(宁)] 如 

a 2 ^ sinh | 1 工工 ) da ： 




— ― 11 (宁 I |I - 咖油(宁 j : 

I L 

—z| 0 — sinh 全 j 一 « 2 l| 1 — cosh 士 j 
L(sinh 全 + a 2 cosh 士 — 


~ J^^ X + a 2 !,sinh 


t 一 x 

~L~ 


C-LH—fd. 
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AP 


D g 


A sinh 士 + a 2 cosh 全一 


+ a 2 )cosh 7 + (1 + a 1 a 2 )sinh - j - 


所以 


△a= ^A/>^p + €^n/in 
= e^pptp(\ + b) 


e 


D g 


L \ sinh + « 2 cosh 工一 <h 


(Oli + a 2 )COSh + (1 + 


/^>(1 + b ) 


L 2 


e ^gFzjUpil + W = eTg / 4 p(l + b ) F z 


推导中利用 psDr ， 式中 


F 2 


sinh 士 + a 2 cosh 工一 <h 


(«! + a 2 )cosh Z + (1 + ff i ff 2)sinh 


得证 

1 . 2 . 36 光照一个 lOcm 的 n 型硅样品，均匀地产生非平衡载流子，电子-空穴对的 
产生率为 10 17 cm -3 • s - 1 , 设样品的寿命为 10 叫，表面复合速度为 100cm / s ， 试计算 

( 1 ) 单位时间单位面积在表面复合的空穴数， 

( 2 ) 单位时间单位面积在离表面三个扩散长度中体内复合的空穴数 • 


解稳态方程 


D p - + ^p = 0 


方程通解 


Lp { x ) = Ae Lp + Be Lp + g p r p 


边条件 


< 


Lp { oo ) = r p gp 


A 


dLp { x ) 

Bx 




5 p [/?(0) — / > 0 ] = ^ p (0) S p 


( 1 ) 

( 2 ) 


x=0 


由边条件⑴，5=0,方程解变为 




厶 〆 ： r) = 、+ gptp 


由边条件( 2 > 得 


A 


S P L P 

Tpgp D P + 5 P L P 


Tpgp L p + 5 p r p 


故 


Ap ( x ) = T ? g p 


1 一 


S p r p 


Lp SpTp 


e 


(1) Rs= (A/>)o5 P 
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△声工 U =。 = 1 — T -^%—) == 9 . 23 X 10 u cm -3 

Xjp t O p^p / ^*P I O pip 

其中， 12 X 10 _2 cm ， 故 

R s = lOO ( Ap )。- 9.23 X 10 13 cm — 2 s _1 

(2) AP- f 3Lp 气运 d: = f% P 1 - j 努 e^) dx 

Jo fp Jo l^ip -{- O^Tp I 

= 4 3Lp — L p +\ r p L ^ HJ = 仏[3 - 4 +5 pr /l _ e - 3 ). 

= 3. 33 X 10 15 cm _2 s — 1 

1.2.37 设在一块足够厚的 n 型硅样品表面上有稳定的空穴注入， （ A /» h =10 13 
cm — 3 , 空穴寿命& = 5押，迁移率外=500(^ 2 /¥4. 

(1) 求空穴的扩散电流表达式和表面处的注入电流； 

(2) 计算过剩载流子空穴浓度降到 10 n cm - 3 时离幵表面的 距离； 

(3) 证明单位时间注入样品的空穴数目等于样品中过剩空穴数目除以空穴寿命，其 
物理意义是什么？ 

解 （1) 由于样品足够厚，同时又是恒定表面源条 fh 解扩散方程得 

△多（工）= ( A^>) 0 e Lp 


表面注入电流 jo ~ e ( Ap ) 0 式中 


D P 


k h T 


= 0. 02 6 X 5 X 10 2 =- 13 cm 2 / 


L P = VD p r p - (13 X 5 X 10 ~ $ y = 8. 06 X lO^cm 
代入 D P 9 L P 数值，计算 

jo = e ( A/>)o T 2 = 1.6 X 10- 39 X 1 X 10 13 X 。 ^ 1A ^ 3 - 2. 58 X l ( T 3 A / cm 2 

-^p Uo X 1(/ 

(2) 由扩散方程解 ^ 

IX 10 12 = 1 X 10 13 e ~^ 

得 

工 = lnl 0 £ p = ( lnlO ) X 8. 06 X 10 -3 = 1, 85 X 10 ~ 4 cm 


(3) 样品中过剩载流子数 g = j 。 （△/>)。64缸=(~>)。1 1> ，除以空穴寿命,即 
单位时间样品内过剩载流子复合数目 

7 P ^P T P lp 

而单位时间由表面向体内注入样品空穴的数目=^2 = 二^—— = ^( A />) 0 , 

上面两个数目相等，所以，由表面注入体内的空穴数目等于体内复合掉的空穴数，这表 
明样品在光照下进入稳定的 状态. 

1. 2 . 38把一种复合中心杂质掺入本征硅中，如果它的能级位置在禁带中央，试证明 
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小注入时过剩载流子寿命 r == r n + r p 
解按照复合中心理论 



N t r n r 0 (np — nf ) 
r n (n + nj ) + r p (p + 


将 n —no+Aw »/?=/>o+Ap ,An = A/> 代入 

d ^ N t r n r v {n Q ^p + PAP + △户 2 ) 

r n ( n Q + ni + An ) + r p (/> 0 + 声 i + △/») 


故过剩载流子寿命 

—_ r g ( n 0 + + Ap ) + ^ v ( Pq + + A />) 

T ~~ R ~ N t r n r p ( n 0 + p 0 + A />) 

E t = Ei , ”1=夕1=^ 卜 本征桂 n 0 =/> 0 = w t ，有 

_ r p (2n,- + △/>) + r p (2« f - + △/>) _1_ ,_1_, 

r _ N t r n r p { 2 ni + Ap ) ~~ N t r p ^ N t r n p n 

1.2.39 —块抛光硅片，体内掺磷 lX 10 15 cm ' 设有均匀分布的表面态，其密度为 
IX ,且可以用位于 £ v +0. 3 eV 中性能级表示，求室温下， 

(1) 体内载流子浓度； 

(2) 体内费米能级位置； 

(3) 自由硅表面势； 

(4) 画出能带图，注明能量关系，并计算说明原因. 

(设硅舄= 1.12 eV , A^ c = 2. 8 X 10 19 cmT 3 , 叫 -1. 5 X 10 lo cm - 3 , e = 11.8, 

€ 0 = 8. 85 X l ( T M F / cm ，々 = 8. 62 X 10 - 5 eV / K,e = 1. 6 X 10 _ i 9 C ) 


解 a ) 磷杂质原子全电离，硅中半导电子浓度 

n — Nd —IX 10 15 cm~ 3 

(2) 半导体硅体内费米能级位置由电子浓度公式得 
E 产 £ c — k B Tln ^ = E C - k B T \ n ( WH = E c - 0. 026 X 10. 24 


=£ c - 0. 27 


( S ) 自由硅表面势 

若以价带顶为能 fi 零点，体内费米能级 (&) 体表示为 

( 五 F ) 体 -- 0.27 = 1. 12 - 0. 27 = 0. 85 ( eV ) 

显然 85 eV >0. 3 eV ， 体内费米能级比硅表面中性能级高，于是电子从体内流向表 
面《从而在靠近硅亵面形成一层由荷正电的电离施主所构成的空间电荷层，表面和体内有 
了电势差 


s — C ^ f ) 体一（五 f)s = 0. 85 — 0. 3 = 0. 55 ( eV ) 

C 4) 所以，硅表面电子态作为一个系统与硅内交换载流子的结果，在靠近硅表面产生 
一层空间电荷层，其厚度 

T = ( 扰从 ) j — f 2 X 8. 85 X 10- 14 X 11,8 X 0, 55 )1 — 0 … v 1A _ 5 
^ _ 1 j _ 1 1. 6 X 10~ 19 X 1 X 10 15 ) = 8. 47 X 10 cm 

而单位面积空间电荷层的正电荷量应为 
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8.47 X 10~ 5 X 1 X 10 15 8. 47 X 一 2 

体内电子流到表面也使表面中性能级向上移动 AE ， 从而增加了表面负电荷量，这个 
增加的负电荷量应等于表面空间电荷区的正电荷量，以维持半导体电中性，即 

IX 10 13 X AE = 8.47 X 10 10 
故 

△五 =& 47 X 10 -W 

显然 A 丑是个很小的数目，表明表面中性能级向上移动很小，离开价带顶仍约为 
0, 3 eV . 

这时，由于硅表面荷负电荷，故半导体硅能带随着从体内向表面而抬髙，图 1. 2. 24 画 
出其能带图. 



1.2.40 n 型 Si 材料上制作肖特基二极管，其 
7 特性函数的实验结果如图 1. 2. 25 所示 CT = 
300 K ). 求 

(1) 根据此图计算半导体的掺杂浓度及肖特基 
势垒高度； 

(2) 画出热平衡条件下，能带简图. 
eo " 8* 854 X 10 _14 A • s/(Y • cm ), 

e = lb 9 ,e = 1 . 602 X 10 一 19 A • s 

导带底有效态密度 N c =2. 8 X 10 19 cm - 3 . 

解由图 1.2. 25 


Vd = 0. 25 V 




4.4 X 10 13 cm 2 /(F • V ) 



图 1.2. 25 
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⑴均勻掺杂半导体的电容电压秀系为 g = ^^( F D - V )， 有 


為 ) 


ee ^ Ni , 


△V 


ee 0 eN D 


4. 4 X 10 13 cm 2 /(F • V) 


故半导体掺杂浓度 


N d 


8. 854 X 1CT 14 X 1L9 X L6 X 10 一 19 X 4- 4 X 10 


2-7 X 10 17 cm" 3 


又 


(E c - E F ) n = k B T\n 


Nc 

N d 


0. 026 X In 


2. 8 X IP 19 
2- 7 X 10 17 


()• 12eV 


故肖特基势垒髙度 


^bs = ^ x> 4* (Ec — 五 p) n = 0* 25 + 0.12 = 37eV 


(2) 画出能带简图如图 1, 2. 26. 


eVxH ).25 eV 


^Bs=0.37eV 


0.12 eV 




图 1. 26 


.2.4! ⑴试证通过 P n 结界面空穴电流调与电子 电心⑻之比德 ^舍， 


其中 A 和％分别为 P 区与 n 区的电导率； 

( 2 )对 p + n 结施加正向偏压 y ，流过 p + n 结的电流密度等于多少?说明注入电流的特 
点并画出 p + n 结电流转换图. 

解 （1) 在偏压 V 作用下，流过结界面空穴和电子电流密度分别为 


J P ( 0 ) 




in(0) 


— e 


营)〜 “旮 —1). 


和 
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则 


JpCO) ■ _6 

JnCOy XjpttfoD^ J^pftpQ 


k h T n\ 

_ fj ■ ■ 

__ 一 L n HpQ Cfip 一 一 


e 


Mu 


ftf € 
PnO 


(2) 对 p + n 结，有％»心故 

7 P (0) 

MO ) 


》 i ， 即 y P ( o )》 Mo ) 


故流过 P + n 结的电流密度 


j ? ( 0 ) 




eD^pno 

L p 


(肩一 


i 


所以注入 p + n 结电流的特点是单向注入. 

此时 p + n 结电流转换图如图 1. 2. 27所示(忽略势垒区中载流子产生与复合). 



从图 1. 2. 27看到，当 p K 接电镢正极， H 区接电源负极时，从 p 区体内有一股空穴电 
流流向 p + n 结势垒区，穿过势垒区迸入 n 区，在 n 区靠近势垒区一个空穴扩散长度&内 
与从 n 区体内流过来的电子电流复合而消失掉，所以在 p 区体内流动的是空穴电流，而在 
n 区体内流动的是电子电流，其间是通过电子-空穴复合而实现转 换的. 所以， p - n 结中所 
发生的物理过程最生动体现了半导体导电特点 :两种 载流子，电子和空穴，每种载流子都 
在做两种运动，漂移和扩散运动，而且 p - n 结的电流传输也体现了载流子产生与复合的基 
本特点. 

1* 2. 42 在半导体器件制造中，常遇到低掺杂半导体引线问题，一般都釆用下述结构 
来解决 

金属 - n + 型半导体 - n 型半导体. 

金属 - P + 型半导体 -P 型半导体 

其中 n +- n ， p +- p ， 称高-低结 ( H-L junction ). 试分别画出给 n + - n 结施加极性相反电压时 
的能带图，从而说明其欧姆导电 性能. 

解 半导体器件蕊片，例如大规模集成电路蕊片需要金属引线把它们与外电路联接 
起来.这涉及金属与半导体接触，这种接触的质量直接关系到半导体器件的成品率、可靠 
性和稳定性，因此金属-半导体接触就成为一项重要的实验工艺，人们对其欧姆接触的研 
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究，无论理论上或实验方面都取得很大成绩，积累了很多 经验. 

低掺杂半导体引线是金属-半导体接触研究 
最成功例子，并具有重大的实践意义.工艺上它 
要求在低掺杂半导体上外延一层相同导电类型重 
掺杂半导体，才能与金属形成良好欧姆接触.首 
先达到欧姆接触最基本要求——伏安特性对称， 

如图 1.2. 28 所示. 现在低掺杂半导体引线一般 
都采用“金属 - n + 型半导体 - n 型半导体”或“金属 
- P + 型半导体 -P 型半导体”结构 • 

下面先来分析 n + - n ( p + * p 分析一样) H - L 高 
低结的欧姆导电性能，如图 1. 2. 29所示 n +- 结，如 
图是 1. 2. 29所示 n +- n 结 ， n + 区费米能级髙，电子 
从 n 2 + 区流向 n 区,于交界面附近 n + 区形成正空间电荷区，和 n 区的负空间电荷区，区 
重掺杂，所以空间电荷区宽度较小，空间电荷区主要在 n 区.电荷区电场从 n + 区指向 n 




图 1.2.29 
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区，所以，由于电子的流动， n + 区与 II 区有了接触电势差，接触的势垒高度为 

eV D = (£ P )„+- ( E F ) n 

但这个值一般较小，因为都在禁带上部 • 

接着把 n + - n 结构能带图画出，能带弯曲发生在空间电荷区，而且主要在 n 区.这个 
空间电荷区对于 n + 区的电子来说，的确是势垒，但势垒髙度是很小的，且 n + 区原来的载流子 
很多，的空间电荷区载流子并没有 耗尽; 对于 n 区电子来说，这个结，这个空间电荷区， 
则是势阱，最靠近交界面的 n 区电子浓度事实上比 n 区体内部还要多. 

现在讨论有外加电压的情况，显然这时外加电压将主要降落在 n 区体内，原因是 n + 
区是髙电导， ri + 空间电荷区载流子没耗尽，靠近结的 n 区又是势阱，比 n 区体内电子浓度 
髙，所以与 pn 结不同，外加电压降落在低掺杂 n 区上，而不是 H - L 结上， 

若 n 区接正极， n + 区接负电极，如图 1. 2. 30,外加电场与 H - L 结电场方向相反, H-L 
势垒高度下降，但不多，电压主要降落于 n 区上， n + 区变化不大 •!! 区中的能带图发生倾 
斜，随着靠近电源，静电势越来越负，能带向下倾斜.这时从 n + 区出发的电子只要克服很 
小的势垒就进入 ri 区势阱区(高电导区），然后在外加电场的推动下通过 n 区，而形成从正 
到负的通过 n + - n 结的电流，这个电流的大小主要由 n 区体电阻决定. 



图 1.2. 30 

反过来，若 n + 区接正电源， n 区接负电源如 1. 2. 31图，外加电场方向与势垒区电场 
方向相同，势垒髙度变髙，但只髙一点点 • 因为电压主要降落在 n 区上， n + 区没什么变 
化，结势垒高度变高不大，而这个外加电压主要使 n 区能带向上倾斜，越接近负电 
源，静电势越正，能带越向上翘 • 显然从能带图上看， n 区中的电子在外加电压推动下通 
过 n 区，进入高电导区，滑入 n + 区，没受阻力而到达电池正极，构成了一股从电池正极到 
负极的电流 • 这股电流大小显然也与上面一样，等于处加电压除以 n 区体 电阻. 
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这说明，对于高、低结，正反向电流的大小都是由低掺杂 n 区的导电性能所决定，即欧 
姆定律来起作用的，伏安特性一定是线性的,对称的，所以高低结 n + - n 、 p +- p ， 是个欧姆接 
触的结构. 


^ - 矽内 





图 1,2.31 

最 后提及，实践表明金属一般能和高掺杂半导体形成良好的欧姆接触,这种接触的主 
要特点是势垒很薄，例如金属与 n 型半导体接戧，半导体一侧的势垒宽度与半导体中掺杂 
浓度关系 

Xd = 

若^ 0 ^10 14 0111- 3 ,^=12,70-^ = 0. 8 eV ， 则 x D = 100A ，根据量子力学计算，一个能量为 
五，朝势垒方向运动的电子穿透概率 

T ^ exp ■— T ： Z (.2m) 2 [U(x ~ £)] 2 dx 

n ^ X l 

见图 1.2.32 

V 


图 1.2-32 

隧穿概率的大小取决于面临的势垒髙度和厚度 ，> t 于有限的势垒髙度,只要势垒足够 
薄就可以有显著的隧穿概率 • 隧道穿透机制成为金属-半导体接触的电流传输的主要机 





固体物理及物理董測量 


制，正反向电流都很大，没有什么 区别. 因此金属同重掺杂半导体的接触可以得到良好的 
欧姆接触. 

所以在半导体器件制造中，一般都采用下面结构来解决低掺杂半导体引线问题， 

金属 - n + 型半导体 - n 型半导体 
金属 - P + 型半导体 -P 型半导体 



第三章物质的电磁性质、光学 

性质及超导电性 


1.3.1 (1) 利用经典统计力学，计算 W 个独立的固有电偶极子(电矩为^组成的气 

体的总极化强度. 

(2) 证明在弱场时，每个电偶极子的取向极化率与温度成反比. 

(3) 水是一种极性分子，讨论髙频及低频时上述现象对其介电常数的 影响. 

解 （1 ) 固有电矩在外电场 e 中的势能为 

_ p • e = — pecosO 

式中0为户和 e 之间的夹角. 

按玻尔兹曼统计，电矩和电场 e 的夹角介于 (9—$+ 必之间的概率正比于 


2Jtsin^d^ • exp 


pecosd \ 

k B T I 


因此得沿电场方向的平均电矩为 


由此得总极化强度 


pcosd 


户 cos 沒 sin 沒 exp 


泠 ecos 沒 ) 
k B T 


d 6 


sin^d^exp 


pecosO 

k h T 


d0 


P = N pcosd = Np - 


cos^sin^exp 


pecos8 

k B T 




sin 沒 exp 


pecosO 

k B T 


do 


Nk^T 


e 


-券 cth (5) - 1 


(2) 弱场时， g « l ， 所以 


cth 


泰) = 


k B T 

P 包 



1 pe 
3 k^r 


Np z 

Sk h T € 


由此可得每个偶极子的极化率 


e ~ Zk h T T 

(3) 在交变电场中，介质内的极化也要不断地改变，当电场改变相当迅速时,极性分 
子的取向就会跟不少电场的变化而滞后，因此取向极化是一种弛豫过程，要经历一弛豫时 
间 r ， 这种弛豫在变动电场中就引起介质损耗，这就使得介电常数含有虚部 y = ei + i e 2 . 
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低频 Or 《 l ) 时，介质损耗很小， e2 — O . 所以 〆 静电介电常数 )• 当频率增髙时， 
取向极化跟不上电场变化而滞后，引起介质损耗，随着频率的増髙，介电常数要减小•当 
频率足够髙(_»1)时，偶极子完全不能响应外场而取向，以至对介质极化不作贡献，此时 




1.3.2 (1) 导出数密度为《的自由电子气的介电常数 sO ) 的表示式 


eO) 


1- 绔 


其中，4 = 


ne c 


(2) 明白地指出金属对于如<%的光是不透明的. 

(3) 计算金属钠的截止波长(钠的原胞体积为 35 X 10_ 3 ° m 3 ). 
解 （1) 一个自由电子在电场£=丑成_中的经典运动方程为 

d 2 x ^ 


dt 2 


eE 0 e 


其解为 


x 0 e 


由此得”个电子的总偁极矩(极化强度)为 


nex 


ne 


z E ^ 


ne 


因此,极化率 


p_ 

€ 0 £ 


ne c 

e 0 mw ! 


由此得介电常数 




卜 5 


其中，4= 


ne° 

s Q m 


(2) 对于 mO p 的频段， eW ) 为负值，因为 V = e ( o0 . 所以即折射率为纯虚数, 
意味着电磁波不能在金属中传播，产生全反射.因此金属对于 0><叫 的光是不透 明的. 

( 3 ) 对于金属钠(体心立方 结构〉 ，若每个原子贡献一个电子，则电子数密度为 


35 X 10~ 30 


5, 7 X 10 28 (m 一 3 ) 


所以 


<4 


ne 2 

e 0 m 


e(o>) = 1 — 


• S X 10 


L 8 X 10 ; 


a ? 


金厲钠的截止波长就是相当于 £(^>)-0 的截止频率的波长. 
由此得到 




第三章物质的电磁性质、光学性质及超导电性 


s2]tc__ 2tt X 3 X 10 s _ 2 

A= V = ( 1.8 x io 32 ) 1/2 = 1400 人 

1.3.3 —固体由一群全同原子组成，每个原子可以看作是具有电荷为 g 质量为 m 
的电子与其耦合，电子被弹性常数为 K 的弹簧固定在原子位置上,能量的耗散是用作用 
在每个原子上的阻尼力 一知来 模拟, v 是电子的 速度. 固体中原子的数密度为有一 
频率为的平面偏振电磁波在固体中传播，用经典的非相对论的方法处理这些振子，为 
统 一 记号，令 < t 4 = K / m 9 y = b / m , et ^ = 4 KNq z / m - 

(1) 计算折射率 nO ), 

(2) 画出低密度极 限下& « l，f « lj 的实部和虚部； 

(3) 共振时(即，计算低密度极限下固体中的衰减 长度； 

(4) 在共振附近，群速度可以超过光速，解释为什么这不违背因果律. 


解 （1) 入射波作用下的电子运动方程为 


m 穿 -\- bv + Kx 


qE 


这是一受迫阻尼振动方程，若五解为 


m col — to 2 + 17(0 


式中 ，你? = K 7 m ， y =6/ m * 


若单位体积中有 w 个原子，则单位体积中的平均电偶极矩为 


Nqx 


Nq z E 
m a>i — + 17(0 


由此极化率为 


inp _ jnNq 2 


一 矽 2 + iy«u c^o — <y 2 + \ 7(0 


因此得介电常数 e ( o 0 为 


e ( 如 ）=1 + X(o>) = 1 + 


— a) 2 + \7w 


又对非磁性各向同性介质，电磁波方程为 


0 = e(w 9 k )E 
E = E 0 e i( ^ r) 


由此得 




c 2 k 2 


n 2 (<y) 


因为为复数，所以也为复数，记为 (01) ，称为复折射率. 


2 ( ty ) = e ( o >) 


o>l — eo 2 + \7<i) 



• 244 • 


固体物理及物理 ft 测量 


(2) 令 i 々， 有 


(方一 i 7) 2 = 1 + 


— eo 2 + i7a> 


不难得到 


+ = (实部) 


2«7 


0)17(0 


I ( o >) (虚部) 


0 


及⑻ 


( co 2 0 - o > 2 ) 2 + rw " 、〜、此只… 

在低密度极限下， n * ( W 的实部和虚部曲线如图 1. 3. 
所示 • 当时，2叫取极大值，称为共振吸收. 
( 3 )当 时， 




« 2 -卜1，”卜義 《i 


i ( p ) 


所以 


图 1. 3. 1 


n 1^ 


<4 

27(0 0 


吸收系数 

2< o 0 


i 


衰减长度 


1 c7 
a ~ a )\ 


(4) 由关系 = ¥ 知群速度为 


d<o 

v ^dk 


( w ) + ^ 


d « * (如) 



因在 (0=(0^ 处 


<4 

27^ 


《1，所以 


^ n 2 = 1 + 


^ li <4 — 似 2 ) 

(<yj — a > 2 ) 2 + y z a ^ 


6 nl 

dtt> 


dn 


^ -— = 一 


dco 


<4 

7 2 < o , 


又 


« 2 = 1 + 等 2 =： 1 + 


<4 

27(o 0 


2 


所以 


n ^ 1 + ^4 


将 ( 2 )、（ 3 ) 式代入 a ) 式后可得 


a) 


( 2 ) 


(3) 
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C C 、 

v g = -：- 2 ^ - 2> C 

1+ 乂—畦 1 _ ^ 

% rio>l r 2 r z 

这表明，在共振频率附近，群速可以超过光速，但这并不违背因果律，因为此时色散曲线变 
化很快，群速度已失去了实际意义，不能再作为能董传播的速度了. 

1.3.4 绝缘体可以看成由价电子和离子所组成,价电子简谐地束缚于离子上，角频 
率为 叫， 价电子浓度为#，此绝缘体被置于沿2方向的均匀磁场5中，角频率为出的单色 
光沿％轴通过. 

(1) 如果是圆偏光，求折射率； 

(2) 如杲是线偏光，求它传播距离2 后偏振面的转角（你可以假设，其中 An - 

n k —ni^n^{nR+ni)/2). 

解 a ) 价电子的运动方程为 

c^r 

m ^2 = — e 五一 evXB — maj^r 

电子相对于平衡位置偏移而产生极化，极化强度为 


Ner 


所以 


竞 f 一 £ 1 (-忐 铮 


P^e 




« 上 [ 

一 i < y ， 故 


， 一 以# 


1710)\ 

777 


即 


^ V=- eo£+ ^XP 


其中，4 


Ne 2 

me 0 


• 因为召匕，所以 

col - 

^<4 


We B 


P x 


< o \ 


^<4 


P y 




€ 0 <4 J ^ 


由麦克斯韦方程，不难推出 




e 0 r 2 V X (▽ X 丑 ) 


( 1 ) 


V —ik ，^= 一 ia >， 所以 


利用 D = e 0 l?+/%V •/> 


w 2 Z) = £ 0 c 2 lk 2 E — A (ife • £)] 
0即灸 •£)=()，▲ 可得 
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(1 0 

E ^ic 0 1 


尸 X 

Py = Z •尸 


( 2 ) 


0 0 - X ) [ P , 


其中 ，: t 


c z k z 


一 1，由 （1)、(2) 式得 


(r- A) 


即 


col — a) 2 _L 

e <,<4 ^oX 


ICO 

nI 


p . 




0)q 一 a> z 


^oX 


y 


< 4 -^ z + 丄 

^ «0 i 


通常所以尸* =0, 从而艮 =0, 即平面波入射后仍得到平面波，具有非零解 


的条件为 


| r — A 丨 = 0 


则 


O >0 


:0岣 


1 丄 (oB 

ea ± Ne 


«± 


ck 


- Vi + x ± 


1 + 


Ne{a^ — a> z ) =f e 0 a^coB 


相应地 


P ±^ c ± j 土 i ，丑士 


€ oX ± 


«+ 为左旋圆偏光的折躬率为右旋圆偏光的折射率. 
(2) 线偏光可以分解为右旋与左旋圆偏光 

E 在 E + +E^ 


M g ia + «-<cr) 


Eo 


b i<*_«—«<) 


是 + — k — 
cos 二 - « 

-Fo l ^ 

. 是+— k — 

— sin - - - z 

u t 

迎着光传播方向看去，偏振面顺时针方向的转角为 

^ 々+——克一 (OZ y 、 

9 ^ ~ z~ z = Yc in ^ n -^ 

若假设心 《 ”，即 } ，则 . 




0>Z 

Tc 


t^n 
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n ± 


1 + 


<4 


( o z \ Ne {<^ — co 2 ) 




col —— co ^ 


土 7 


_ e 0 gjla)B 

Ne 04 — w 2 ) 2 A /l + 


■2 


<4 


上面所作的近似是符合 △«<<« 这个条件的，故 


An 


e Q a ) iQ)B 


Ne {< o \ — o> 2 ) V { q >\ — oj^y + 似含(㈣一 o> 2 ) 


：< o 0 w 


(ce^ — a> 2 ) V (col — oo z y + — <o 2 ) 


式中，叫 =¥• 


把 An 代入偏转角公式得 


d = fc ^ 


< oIq ) Z € Oq 


质. 


2c(W - w 2 ) V - o> 2 ) 2 + <4(<4 - a> 2 ) 

1- 3.5 圆偏振光沿 z 轴通过一完全电离的物质 ，一 静磁场 B 也沿 z 方向通过此物 
角频率为 < o 的右手圆偏振光的折射率为 


1 一 


A ^ Ne z /m 


( O 2 + 


eB<o 


< o 0 

其中， W 是电子密度，和 C 具有它们通常的意义. 

(1) 对左手圆偏光对应的表达式是什么？ 

(2) 如5=0,相速度是多少？ 

(3) 如5=0,群速度是多少？ 

你可以假定但并不是 0^00. 

v 7 n 


解 （1) 电子的运动方程为 


d 2 r 


— e(E + — v X B ) 


dt 2 ^ c 


这里忽略了光场的磁分量，通常是 E = EJ + E y J ， B = Bk ，令 r=W+x/, 所以有 


mx =— eE x — —B y 


my = — eE y + 一 B x 


对右手圆偏光，我们有瓦^=五作&-'五产 i 五:，如令 


x = x 0 e ’ (域一知〉,^=^0^ 


<M-kx) 


，则 


— eE 


\(oeB 



— m<o z y = — eE y + 


即 


•2 


Ne 


X 


eE x 


if^p 

Nc y 


^P y ^ eE y + l -f c P x 


根据各向同性介质中的麦克斯韦方程所得 

P = i (^ 


1\ E^XE 


故 


(- 


_ I? I F 

Ne mX mNc y 
Ne mXl y mNc x 


n 为非零解的条件为系数行列式为零，即 


, e 

Ne 十 mX 


co 2 B 2 

m 2 N 2 c 2 


有两个解 


<o 2 , e 
Ne tn%± 


o)B 

mNc 


coB 


Ne 

/ j |2 



ntX + 


mX 


^时，£,= 一&，此为左手圆偏光. 


eoB 

mNe 


时，此为右手圆偏光. 




1 + 4 抑 -=1 + in 


co 2 

We 


(oB 

mNc 


1 - 


4nNe 2 /m 。 

- S - = «r 

2 _ eB<o 
<sr - 

me 


注意: 此题五沿是方向才有 p =^， 否则在一般条件下,尸=之•五. 
(2) 召=0时， 


1 — 4 艽 Ne 2 /m _ 

at 2 a> 2 


即 


c 2 k 2 


.2 


= i-i 

or 

<4 + c z k z 


其中，故相速度 

m 
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(3) 群速度 

_ 

doi 「^ 

13.6 室温下 NaCl 的一些性质 如下: 静电介电常数 e =5. 90,单胞边长 a = 5. 6 A ， 

r 

Na 原子质量为 23 amu(lamu = l . 66 X 10~ 24 g )， C 1 原子质童 35. 5 amu . 

(1) 电磁耦合场董子 ( poiaritcm ) 是离子晶体中声子与光子间耦合的结果.推导在离 
子晶体(如 NaCt ) 中传播的电磁横模的色散关系 wOO , 并图示之.忽略原子极化. 

(2) 在哪一段光子波长带中， NaCl 将反射入射波？（即推导并估算此带最短及最长波 
枝之表达式 .） 

解 （1) 如图 1. 3. 2( a ) 所示为双原子离子晶体中未耦合的晶格振动及光的色散关系.是 
= 0附近，声学模而 z ； 约为光速 r 的 10 _ s ，故实 际上 co=ck 在图中 几乎与纵轴重 
合，所示只有 k = Q 的光学模能与光辋合. 



图 1.3.2 

忽略原子极化，则极化完全由离子运动引起.因 匕〜 0,离子运动可近似地取々= 0 
情况，此时，在半波长范围内，正离子所组成的一些布拉伐原胞同向地位移,而负离子所组 
成的一些布拉伐原胞反向地位移，这样，由正、负离子相对位移就引起了宏观电场£，这 
时，作用在离子上除了弹性恢复力之外，还有电场的作用.若设正、负离子的相对位移为 
则运动方程为 


/M 2KW + qE 


( 1 ) 


其中4为正、负离子的折合质童 
对于静电场，休=0,所以 


为正、负离子间的力常数^为离子电荷. 


W = ^ E 

若令内为离子无位移时的电荷密度，则 

Po = q/v 

y 为每对离子的体积.则极化强度可写为 

P = p 0 W = ~^y E = 
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由此求得力常数 


rr ^ Q 1 = Q 2 

2減一 2 (e — 1)€ 0 ^ 


( 2 ) 


若 e =#， 则 


Q + <olQ — (4 XE 


(3) 


式中，⑴。为时的光学模 频率. 

(3) 式即为光学模的特征方程，为了研究光学模与电磁波的相互作用，求出耦合模， 
必须考虑特征方程 (3) 与麦克斯韦方程 


2 K 


1 


V X E 


V X B 


= _ m 

1 dE 

~ C l dt 


(4) 

(5) 


+ MaJ 


联立 求解. 式中， i 为电流密度, 


由（4)、（5)式消去 B ， 并利用7=(0。沐 =^ g 及横波条件 ▽ •£==(), 得到方程 




( 6 ) 


若设传播方向为 X 方向，则行波解为 


E= E 0 e iikx - W ° 
Q= Q 0 e i(kx - Ut) 


代入 (3) 式和 （6) 式后得 


(<4 — w)g。 = x<4E 0 

kVE 0 - c^(Eo + Qo) 


解之得耦合模的色散关系 


c 2 k 2 

( O l 


t(x>l — <o 2 

— < t> z 


(7) 



图 1. 3. 3 


从而 


色散曲线如图 1.3. 3所示 • 

(2) 从叫至的频谱内，光子无法与声子耦合， 



^mln 


2nc 


o >0 


p = VT 岣 


】 一 2 nc 

Amin — y 

V e <y 0 


2 nc 


^V(e — l)e 0 
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2 ^c “ 2 ^c 
_ a 


j^V(e — l)e 0 


对，将题中所给数据代入得 

Amin = 32^ 2 fim 

AnBx = 78, 5/im 

1* 3.7 假设一碱金属卤化物，£(0) = 5.94(00) = 2_25,在々= 30.6|^01处反射率及 
= 0,且 e( W ) 为实数. 

(1) 求是长光学纵波声子的频率，的是长光学横波声子的频率 f 

(2) 画出反射率 R 与如 的关系曲线. 

解 （1) 对离子晶体，如果不考虑离子位移过程中受到的阻尼，即取阻 尼项; *=0,则 
e(W 为实数. 


e(co) = e(oo) + 


[e(Q) — g(oo)]o4 

o4 一 仞 2 


由题设条件，当 o )— a>Q 


^- = 6.15X10 13 s 


e(oo) 


1 时，反射率及= 0,即 e (o0 = l, 由此得 

: g( 0 ) — e(oo)]o4 

— (4 


COj 


-e(oo) - r 

• e (0) — 1 - 


1/2 


如 o = 0. 505<w o = 3. 11 X 10 13 s 


又由 LST 关系 


<4 

a 4 


g(o) 

e(oo) 


所以 


a>L 


€(Q) 1 1/2 
e ( oo )_ 


听 =()• 817 叫 = 5. 03 X 10 ls s 


(2) 当光正入射到离子晶体上，当 e(o0 为实数时, s(oi)=：« 2 , 则反射率为 


(n - \y 

(n + I) 2 


( V €( a )) — I) 2 

(Ve(^) + I ) 2 


当如=0时， = 


右（ 0>+1) 2 


(>•17 


当 ft^+oo 时 •efa/)—g(oo\ D 


当 <0 = 0> 0 时， €(01)=1 ，及=0 


( V €( oo )+ l ) 


0- 04 


a )= 


t 

I 

e(oo) 卿 = 机时， S(a>) = 0 ， i? = l 


当 的 '0<吨时， sO)<0，w 为虚数，及 = ：!• 

根据以上分析可作及 -o> 关系曲线如图 3U 3. 4示. 


1.3. 8 —无磁纯净固体物质的电磁波吸收系数如图 1. & 5所示 .. 

物质在红外波段有一很小的吸收区，然后直到 2. 3eV 才吸收光，概要解释产生这种 
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图 1.3.5 

吸收方式的原因，并回答下列 问题： 

a) 这种物质是金属还是绝缘体？为什么？ 

(2) 这种物质晶体结构的原胞是否含有一个以上的原子？为什么？ 

解这种物质在红外波段的吸收区是由于光子和晶格振动相互作用所引起的.具体 
说来，这种吸收主要是长光学支振动与光子的相互 作用. 长光学支振动，局部地来看，这 
种振动造成交变的电矩,如同一个振动的电偶 极子. 正是由于电矩和电磁场的相互作用 
导致了光的吸收;而在2_ 3 eV 以上的吸收则是价带电子受激跃迁到导带而产 生的. 

(1) 这种固体是绝缘体(接近半导体，能隙 △ E =2.3 eV ). 

(2) 原胞中含有两个以上的原子，否则就不可能有光学支，也就不会有 0.15 eV 处的 
吸收峰. 

1. 3. 9给出一个对磁化率 X = M / B 的数值估计(精度60%)，其中 B 是实际碓场. 
⑴ W =4.7 X 10 22 cm - 3 的自由电子费米气，在 T =300 K 和 r =350 K 时. 

(2) 在临界温度以下的第一类超导体， 

在题中所给精度范围内,可认为 
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E f ^E^ = ^(SNn 2 ) 2 ^ = 2. 17eV 

LTft 

又，沖 =9. 27 Xl ( r 21 er g . G—S 代入后得 

X = 1.74 X 10 - 6 (CGS 制） 

由于自由电子费米气的顺磁磁化率不依赖于温度,所以 

^ r =300 K = ^ r=， 350 K = 1. 74 X 1( T 6 (CGS 制） 


(2) 对于第一类超导体 

— 点 (CGS 制） 

1 . 3. 10 考虑一包含有顺磁杂质的晶体，杂质在给定的磁场中能级是± £ 

(1) 写出磁场存在时，杂质对晶体配分函数的贡献； 

(2) 写出杂质对比热贡献的相应的表达式，并画出比热作为温度函数的曲线； 

(3) 在低温极限，比较上述比热与声子比热(德拜模型)对温度的依赖关系，并对它们 
的区别给予物理 解释； 

(4) 在髙温极限，做如 (3) 相同的比较. 

解 （1) 杂质对配分函数的贡献为 

2 = e— + e eM B T = 2csh| 

(2) 晶体的平均能量为 



所以 



sech 2 


k h T 



( 3 )在低温极限，所以0 主要随： r 按而趋于零.而德拜模 

型中， CV 是随了按: T 3 而趋于零.因为在低温下，只有 n < o < k B T 的格波才能棱潋发，这部 
分格波对比热的贡献是 T 3 成 比例. 


C 4) 在髙温极限, ife B r>e，sech 2 (^;j—l， 

所以^主要随: r 按:广 2 变化，而德拜模型中而 
是趋于一常量. 

a 热 与温度 关系曲线如图 1. 3. 6所示. 

13- 11 (1) 证明“独立”电子气在绝对零 

度时的自旋磁化率为 

X = 

其中，种是玻尔磁子 ，g(&) 是费米能级 £ P 处 
的态密度•“独立”是指电子间相互作用忽略； 



图 1. 3. 6 


:• 固体物理及物 理量测量 

I 


(2) 计箅自由电子气(其中电子离子间相互作用忽略)的 g ( E P h 

(3) 自旋磁化率微弱地依赖于温度的形式 

X(T) = X(0)(1 + ^T 2 ). 

你认为 a 是正的还是 负的？ （只要定性的论证即可) • 

解 ⑴平仲 B , e (々) 表示无磁场时电子的能量，设 〆 e ) 表示 
独立电子的态密度(包栝两种自旋），$指以《,那么 


N + 


N 


-r 

• r — 

Jo 


<4 >max 


丄 


g(^)de 


( t)max 


名 （ e)de 


因为了 — OK 时， € p = e + ( A )»» —他(是所以 


N + 


N 


Jg^de 


若沖 B 》€ f ， 则有 


N 丁一 N ■ 货 • 2^nB ♦ g(e F ) = Uf^Bgiei) 


因为 


(N + - N^)mb = V • Af = F • 冗 H 


由此解出之 


户 • M | g ( e F ) 


在高斯制下则有 


/4^( e F ) 


(2) 对自由电子来说 


tt 2 k z 

€ 士= 


是空间态密度 p ( k ) 


p ( k)dk = 2 X 


扣 , 


t 方 2 灸 2 

由得 


/?( e)de 


2X i …营 - d 


2 me 



2n z [ n 2 ) 


3/2 


VTde 


p { e ) 


2 ^\ n 2 ) 


3/2 


( 3 ) 在 h 7 X < 夺时，被激发的电子数只是能童在费米面 附近知 T 范围内的.对磁矩 
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平行于磁场的电子来说，因为较大，激发的电子数所占比例就相对小，因此可以 
想到化学势减少要少一些，为达到平衡应有一部分磁矩平行磁场的电子转向更平行于磁 
场，也即 «< o . 

1. 3. 12考虑一在绝对零度，弱磁场5下的传导电子气，自旋向上的电子浓度 A 4 和 
自旋向下的电子浓度可由参童工 表示： 

N + = yi^(l + x) ， N_= yA^(l — x) 

其中#是电子的总的浓度. 

(1) 计算气体的总能量和磁化强度； 

(2) 如果我们假定只有自旋平行的传导电子之间有相互作用能一 F , F >0, 我们就可 
以对传导电子之间的交换作用的效应作一近似.问磁化强度应作怎样的修正？ 

解 （1) 传导电子的能量为 


e= £ ± ^ B 


其中， S 表示电子的动能.态密度为 


fi(E) 


cVEdE.E = 


2m 


电子浓度 


c{ £ "pCE)dE,N-^ c\ E ~p(E)dE 
Jo Jo 


在绝对零度时，两神自旋方向的电子在一特定能量 e 。 以下全部填满各态 


E + — + ptB 


即 


£+= £ 0 + — fiB 

yN(l + x) = C J 。。 冲 -/EAE = -|-c(eo + /4B) 3/2 

jN(l -x)= dE = 音 c(e 。一 MB) m 


设五 F 为不加磁场时的费米能级 


# = 2 • ^/ EdE = ^ cEl n 


所以有 


^ + fxB = Ef(l + x) m 


e 0 — fxB = £ f (1 一 x) 2/s 


两种自旋方向的电子的总能董为 


+tot 


0 


(E- ptB) ^/EdE 


( 1 ) 

( 2 ) 


c(e 0 + — ptBN + 


(3) 




— 


0 


(E + mB) VTdE 


4c(e 0 - fxBy n + fxBN 


把 (1)、(2) 式代入 (3)、（4) 式得 


丑十 yc£| /3 (l + x ) 


5/3 


MBN(1 + x) 


3 賜 (1 + 


丄 


mBN(1 + x). 


E ^ tox = — N £ P (1 — x) sn + — a :) 


气体的总能量为 


五如 = ^N£ f [(1 + 工 ) s/3 + (1 - x) s/3 ]_ /iBNx 


为决定参量 X ，根据 ^ = 0 得 


ZmB 

2 £p 


(假定^《1) 


(4) 


£ to t = jNE P 

因为是电子自旋造成的磁矩，所以由 




E 你 = ^NE f - VMB 


M 为磁化 强度. 由 （5) 式可求得磁化强度 


M= 

(2) 当自旋相互平行的电子有相互作用一 V 时 




tct= ^ iY£ F a + 文 ) 5/3 — jmbnh + 工 ）+ ^n% (- V) 

^ Y^ ne ^ (1 + 工 ) 5/3 — jmbBnh + x) — jVN 2 a + x) 


类似地 


^ 7 ^NE ? (l - x) 5/z + ^rfiBBNd - X) — 士 VW 2 (1 —; T) 


(5) 


10 


所以电子气的总能量 


五 tot = 丑 +tot + 五_ 


^£ f [(1 + +(1 _ x)S /3]_ fi^BNx 

— 'tVN 2 ♦ [(1 + xY + (1 — 文 ) 2 ] 


由警 = 0 , 有 
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257 


x 


Zf^B 


2E ? - ^：NV 


故磁化强度财为 


M 


nxfx ^ 


ZfAn 


B 


2£p 


NV 


1- 3. 13 考虑一稳定的矢性介子（自旋为 1 的重粒子)的理想气体，粒子磁矩为& 

(1) 计算弱场下单位体积中的顺磁磁化率 ？ 

(2) 对经典偶极子作相应的计算. 

解 （1) 对理想气体可只考虑一个粒子的配分函数 


zi = e 一决 + 1 + e 


fit 


式中， 


磁矩方向和磁场方向平行，垂直和反平行的概率分别为 


怎 1 Z 1 


每个粒子的平均磁矩为 


M= A ( 尸+一 尸一） = 芦 • 

一 2shj^e 

— ” 2ch^e + 1 

设 n 是单位体积内的矢性介子数，磁化强度为 


e^-e 

Zi 


fit 


M 


rtfJL 


2 sh 0 e 

叩 • 2ch/?e + 1 


弱场下， 


M 


npt 


^ = % B 


所以 


X 


2nMoP^ 

3 k^T 


(2) 对经典偶极子 


e 


fjt • B 


j^Bcosff 


Zi 




JJe- 你 sinM 射炉 


in 



sh^fxB 




k^Tlnzx 


M 


\ dB I x 择 Z\ 


BB 


M=\l 知 


由 
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T ^^e^ e smddddf 
J J ^1 

1 

dB 


所以 


[ coth 卢邱 




• P 


M 


npt 


n/^cothfi/zB — 


由 x 《 l 时 


sthjr = ~ + ~ + 


M 〜^ 弱场下 ，戸 / xB 《 l ) 


即磁化率为 


nM z Mo 

ShT 


b 3. 14铁磁体的饱和磁化强度的典型值是什么?根据这个值和其他特殊物理量，以 
及有关铁磁形成的假说，估计电子的本征自旋磁矩. 

解铁磁体在外场中，其磁化强度随外场而变化，当外场增大到一定值后，磁化强度 
就不再随磁场的增大而变化，这时磁化强度达到饱和值祗,按照铁磁形成假说，这时体内 
所有电子自旋磁矩与外场取向完全 一致. 若铁磁体内电子数密度为 w ，电子自旋磁矩为 
P ， 则 

M s = npt 


以铁磁体饱和磁化强度典 型值脱 =10 6 A / m ，《 = 3 X 10 28 m - 3 代入后可得 

卢= 3 X 10 ~ 23 A * m 2 

1- 3. 15如果一块铁晶体完全自发极化，估算其磁化强度.对所需参量取合理值 • 
解单位体积铁原子数目为 


A 


N a 


其中4为铁的比重， A 为其原子量, iV A 为阿伏伽德罗常量 
每个铁原子的磁矩2押,所以磁化强度 


M 〜女 * F a A( 






56 


X 6. 02 X 10 23 X 2. 2 X 9. 3 X 1(T 21 你 1740G 


1* 3. 16图 1. 3. 7显示了从 MnO 晶体散射得到的中子衍射数据， MuO 具有和 NaCl 
相同的结构，虽然当温度降低到低于 120 K 时中子数据变化很多， X 射线衍射却几乎和温 
度无关(显示了和 2 93 K 时的中子数据相同的峰），并表明晶格常数 a = 43人. 
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100 

50 

$ 

fh o 
100 

50 

0 

10" 20。 30。 40" 

散射角 

@ 1. 3. 7 

(1) 解释为什么 NaCl 结构的晶体在 (100) 和 (110) 方向上没有布拉格峰(对中子或 X 
射线 ）1 

(2) 从图上看， 80 K 时中子数据 S 示的晶格常数近似为多少？ 

(3) MnO 晶体在 雛 的犹态与其在 293K 时的状态有怎样的不同？ 

(4) 两种不同材料的礅化率: f 与温度的关系画于图 1.3. 8,对每个图，简要描述材料 
在低溫范围内的磁本质,鍊个图是属于 MnO ? 





图 1.3. 8 

解 （1) MnO 与 NaCl 具有相同的晶体结构，即都是面心立方结构，对于面心立方结 
构，当衍射面指数部分为奇数、部分为偁数时，几何结构因子为零，因此 NaC l 晶体在 
(100) 和 （110) 方向上无布拉格反射，因而没有布拉 格峰. 

( 2 )由图 1. 3 . 7 上看， r= 293 K 时，散射角 2 ^ 24 % a = 4 . 43 A ，而在 T=80K 时，散 
射角2皮々12°，由布拉格反射条件 2</sin^=”A, 可知 T=80K 时的晶格常数为 



asin 汐 
sin 穸 


8 - 81 人 


( 3 )上面表明， MnO 是 NaCl 结构，在 r = 29 3 K 时，晶格 t 数是4,43人；而在了《 


80 K 时，晶格常数是8,的 A ，同时还出现新的衍射峰,这神附加峰的出现是由于在低温时 
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磁矩的排列有某些有序性.具体说来，就是在某个 (1.11 ) 面上的有相同方向的自旋, 
而在相邻 ( in ) 面上的自旋方向却是相反的，这样一个 ( m ) 面内自旋为铁磁性排列，相邻 
的 （111) 面内自旋为反铁磁性排列，由于这种相反的取向，所以仅当占据的相邻的 
(111) 晶面间的相位差为 K 时，能够产生一个衍射极大，从而在散射角2少= 12°处产生反 
射， 

由于根据 X 射线衍射定出的晶格常数是 4. 43 A ，说明化学晶胞的点阵常数是4, 43 A . 
为了得到自旋取向的重复，就必须将化学晶胞每边扩大一倍，形成磁晶胞. 

(4) 图 1. 3. 8( a ) 表示铁磁体，在: T < T C 时，存在有序的铁磁相，自旋平行 排列. （ b ) 图 
表示反铁磁体，在有序温度以下，自旋反平行排列，由 MnO 在低温下的磁性质，可知 
( b ) 图描述了 MnO 的磁化率; t 与温度: T 的关系 • 

1 . 3.17 (1) 给定两个外观相同的透明材料，其一为晶体，另一个为 玻璃. 描述两个 
独立的实验来鉴别它们， （2) 给定四个外观相同的物体:1)永久磁体， 2) 逆磁材料 ,3) 顺磁 
材料， 4) 未磁化的铁磁 材料. 不用任何外加电磁场能鉴别所有物体吗？若可能，描述方 
法.若不行，给出理由. 

解 （1) 实验一 :加热 ，晶体在确定的焙点处熔化，此时加热温度不变，而玻璃无确定 
的熔点 • 

实验二:观察 X 射线衍射图像.对晶体，图上将有规则斑点出现;对玻璃，象是弥散的 * 

(2) 能分辨，步骤 如下： 

0 ) 分别将四物体去靠近铁粉末，能大量吸引粉末的是永久磁体. 

« i ) 用永久磁体分别靠近另外三物体，能产生强烈吸引力的是未磁化的铁磁材料. 

( iii ) 将剩下的两个物体放在永久磁体附近的对称位置上，如图 3. 9 所示. 用髙斯 
计测两物内侧 A l9 B, 处的磁场，磁场稍大的点对应的物体为顺磁体，另一为逆磁体. 

1 * 3. 18 一 均匀细长的硬钢磁针，长 12 cm ， 用一根无扭矩的线悬挂在地磁场的水平 
面上，且绕中心作自由的小角度振动，振动周期为3〜5秒.估算铜的磁化强度.其示意 
图如图 1.3. 10所示. 



图 1.3.9 . 图 1.3.10 

• ♦ ♦ 

解由于振动范围小，地磁场可视为均勻磁场 

B = Be t 

有方程 

• • ' 

1B • J?) = - VMBsind ⑴ 

式中， V 为钢针体积， M 为磁体强度 r^VM 为钢针总磁矩 J 力/ 4 间夹角 • 

设钢的密度为6则转动惯量 
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J = -mP 


丄 

12 


pVl z 


对小振动 ， sin 和 M ，（1) 式变为 


12 


pVl 2 d + VMB6 


所以振动频率 


VMB = 123 M 

T^z = ~pi^ 


12 


pVl 2 


从而得磁化强度 




代入 (0—7. 8 g / cm 2 ，/=12 cm ， 取 B 〜 0. 50，了〜 4 s , 则 M ^460 G 

1. 3. 19对不同的材料，在不同温度下,凝聚态物质的磁性一般有四种不同的形式 
铁磁性、反铁磁性、逆磁性和顺磁性. 


(1) 对于上述每种磁性，作图表示其磁化率与温度的函数 关系. 茳意图中的相对标 
度，以表示各种磁现象间的相对强度，对于每一种磁性给出近似满足其理想形式的一种实 
际材料. 

(2) 指出这些磁现象中存在的临界行为. 

(3) 解释交换作用及它在上述磁行为中所起的作用，给出交换作用的简要量子解_， 
它的哈密顿量及其与分子场的关系. 


C 4) 简要解释钠金属和掺有 0. 01% Cr 2+ 的 A 1 2 0 3 单晶的磁行为间的区别. 

解 （1) 逆磁性是物质在磁场中，物质的原 
子中出现感生电流，此电流产生的磁场与外磁 
场方向相反，因此磁化率 : ^<0,逆磁体的磁化率 
〜10一 5 ,几乎不随温度而变，如图 1.3.11. 曲线 
A 所示，对于原子固有磁矩为零的物质必显示 
逆磁性，如铅. 

顺磁体中主要有朗之万顺磁性，即固有磁 

矩的取向磁性，磁化率 + , 如图中曲线 B 所 

示;在金属中则还有电子气的泡利顺磁性，磁化 
率与温度无关，如曲线 C 所示 • 总的说来，顺磁 图〗.^ 

体的磁化率比逆磁体的磁化率略大，但量级相 

同，顺磁物质必定是原子固有磁矩不为零的物质，如钠、铝等，以及过渡元素化合物与土 
元素化合物如含 Cr 2+ 的 A1 2 0 3 . 



9 

铁磁体的磁化率的典型值为顺磁化的10 3 倍，磁化率与温度的关系为温 

i —i c 

度了在居里温度 r c 以下，铁磁材料能自发磁化，温 度了高 于居里温度: r c 时，呈顺磁性， 


如曲线 D 所示.铁、钴、镍是其典型 例子. 
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白铁磁体磁化率典型值与顺磁体磁化率具有相同数 量级. 磁化率与温度的关 系为: 

在温度 t 髙于尼尔温度时，磁化率其中@为一正常数,而温度 r 在尼尔温 

度以下4随温度降低而变小，如图中曲线£所示，典型例子是 MnO . 

(2) 对铁磁体，在居里温度 Tc 处发生铁磁性 o 顺磁性的 相变; 对反铁磁体，在尼尔温 

4 

度 t n 处发生反铁磁性—顺铁磁性的相变. 

(3) 由量子力学处理氢分子的结果可知，如两原子 f 和 i 的自旋角动量为 S , 方和 S 声 
来表示，则它们之间依赖于自旋取向的那部分能量的哈密顿可写为 

— 2J e S{ • Sj 

式中上 为交换积分.假定铁磁体每单位体积有#个原子，每个原子有一个电子对铁磁 
性有贡献，则晶体中依赖于自旋取向的那部分能量的哈密顿可写为 

- 2 - R^SiRd - SCRj) ( 1 ) 

K Sj 

式中 ，故，屯 是晶体中两个格点位矢，求和时 R ^ Rj . 若只计相邻原子的电子的交换作用， 
则可写成 



r 近邻 

E[2S 





— (戽) 


( 2 ) 


由哈密顿量可看出，当交换积分人 >0 时，自旋平行的状态是能童更低的状态，磁畴中自 
旋磁矩之所以有自发平行排列的趋向，就在于相邻原子间的交换积分是正的. 


下面来求交换作用与外斯分子场的关系. 

对于立方晶体，如果原子的配位数为2,则 (2) 式可写为 


一 2 J t S 0 • (3) 

式中， S # 是所考虑的原子的自旋角动董, S ， (戶 1,2, …， Z ) 表示近邻原子的自旋角动量， 
S 。、 &乘以於、邱就是它们的磁矩抑、内，因此 (3) 式可写为 


(4) 式表明交换能 的作用相当于一个有效场. 




(4) 




2J C Zm 


ZJ e z 


M 


(5) 式正是外斯分子场 m 的形式，故分子场常数 y 为 



一 

显然，交换积分是愈大的正数，分子场就愈强. 

( a ) 钠金属中，价电子成为自由电子后，钠离子为满壳层结构,因此对磁性的贡献为 

自由电子的泡里顺磁性及原子的逆磁性等，各项总和为很弱的顺磁性.而在掺有& 2+ 离 

子的 A 1 2 0 3 的单晶中，由于 Cr 2+ 的固有磁矩不为零，存在取向磁性,故有较大的顺磁性. 

1. 3. M 当金属进入超导态时，其有序度增加，自由能 降低. 新的有序化的本质是什 
么？ 
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考虑一个载有持久环流的超导环，假定某个瞬时的热涨落导致电流减小一个小量，用 
上述观点解释为什么系统将回复到起始的电流值？ 

解释为什么通过光辐照增加超导体能量时有一能隙，而通过加直流电流时则没有能 
隙？ 


解当金厲进入超导态时，费米球内部的电子仍是正常电子，而费米面附近的电子则 
两两结合成库桕对，即成为超导电子,超导电子处于凝聚态，这种状态能量最低，对熵没有 
贡献 • 因此是有序度髙的状态.因此，当金属进入超导态时，其有序度增加，自由能降 
低_ 

当某个瞬时,由于热涨落将会使部分库柏对拆散，因而超导电子密度降低，导致电流 
减小一个小量，此时系统的有序度降低，自由能增加，但_于系统的能童守恒，这时必然有 
部分费米面附近的电子又两两配对，形成超导电子，因而超导电子密度增加，使电流回复 
到起始值. 

由于超导态的基态与最低激发态之间存在一个能隙 ZI ， 当用光辐照超导体时，只有当 
先子能童大于或等于 Zj 时，材料对光才有明显的吸收，这就是说，通过光辐照增加能量时 
有一能隙存在，而当加直流电时，库桕对作整体运动，因此，无须克服能隙， 

1.3.21 简要描述约瑟夫逊隧道效应. 

解对于两块超导体&和 <5 2 之间夹有一极薄绝缘层(约 10 A ) 的结构，虽没有外加 
电压，但有直流电流通过这个结 • 这表明超导电子能够穿透两超导体之间的绝缘势垒，导 
致一个隧道超导电流的存在，这种隧道超导电流依赖于两超导波函数之间的耦合.简要 
分析如下 


超导电子(库柏对)的运动可用波函数来描 
述，产生在区的波函数都分别按指数式衰 
减进入绝缘层，如图 1.3. 12 所示. 是两部 
分波的相位，则绝缘层中总的波函数为 

0= e ^ie^ A(x+a) -j- 

= e - 知 （ e A - 匕 + e ^ +fcc ) 

由量子力学概率流密度公式 

/ =— 中 _ 必 w ) 

和电流密度公式 


则结中电流可写成 








= ^^e _2ta sin(^2 — ^i) 


= i 0 sin(^2 一 h) 

因此，虽没有电压，但只要两超导波函数的耦合存在相位差，就会有超导电流存在, 
1. 3. 22用仔细挑选的词(不用方程)描述下列 内容： 
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(1) 约瑟夫逊结; 


(2) 直流约瑟夫逊 效应； 

(3) 交流约瑟夫逊效应， 

解 （1) 约瑟夫逊结 

在两块超导体之间夹一极薄绝缘层 （10 A 左右），由于超导电子的相干长度为 10- 6 m , 
因此使得绝缘层两侧的超导电子的超导波函数之间有所耦合，这种耦合导致一个隧道超 
导电流存在.这种超导体-绝缘层-超导体的夹心结构称为约瑟夫逊结. 

<2)直流约瑟夫逊效应 

在约瑟夫逊结的结构中，不存在任何电场或磁场时，只要绝缘层两侧超导电子的超导 
波函数存在有相位差，则令有无损耗的超导电流流过约瑟夫逊结，这就是直流约瑟夫逊 效应. 

(3) 交流约瑟夫逊效应 

如果在约瑟夫逊结的超导体两端加上一恒定电压 V ，就会有频率为 v ^2 ev/h 的交流 
的超导电流通 过结. 这就是交流约瑟夫逊效应. 

1. 3. 23简明地解释为什么晶格中两个电子可以有吸引作用而形成库桕对. 

考虑这样一个电子对，其总动量为零,处于自旋单态，此电子对处于费米能为卽，态密 
度为 W 的金属中，这样一个电子对的薛定谔方程可以写成为 
中只。是电子对的动能尊符，/^是两电子的相互作用， r 是相对坐标 • 

解电子间通过交换格波声子而产生间接的相互作用，例如波矢为&的电子发射一 
个波矢为 g 的声子被散射到波矢为的状态，第二个电子本来的波矢为私，吸收了第 
一个电子发射的声子进入波矢为 l + g 的状态 • 另一过程是第一个电子吸收一个由第二 
个电子发射的波矢为 一2 的声子而由々 i 散射到 t 一 《，第二个电子 则从心 散射到 匕 + f ， 按 
照量子理论，如果能量差 |五 沐）一五则相互作用能为负，即电子间具有净 
的吸引作用 • 显然只有费米面附近的士范围内的电子才能满足上述条件. 

采用自由电子近似 


fir, * r 2 ) - = 

其中， Vc 为晶体体积， 

当两个电子之间有相互作用时，电子对波函数应为资的线性组合. 

妒 ( r ) = 2 〆 轟）炉灰 ( r ) 

代入薛定谔方程 * 

(H 0 + tp (r) = Eip <r) 

其中 


Ho ^(Vr, + V?J =— = V(r) 


2m v vr i 


2 m 


得 


2 m 


V k 


豸 ( 走 〉 + ^g(k f Wh^ — Eg(k ) 





y .) 


V(r)e ia ^ r dr 


(I) 
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作近似得 




— V ，当 |€(*)|,|£« / )| 
0 ,其他 


n z k z 


其中， ea )== —是正 常数. 由 （1) 式得 

( ^ n z k z \ .T 


E-^)g(k) =-V^ g (k f ) =-V^C 


由此得自洽方程，对 (2) 式两边求和^]，有 




2£ f ) 


de 


2m 

因为 nco D 《E F ， 所以 W ( e )〜 W (0)， 则 


H(ow ln 


E 一 2 五 f — 2 方 (Qp 

E 一 2-£p 


(2) 


E = 2E,~ e J^_ x <2 E f 

可见，费米面附近的两个电子，只要存在微弱的净吸引作用,就将结合成束缚态而形成库 
柏对. 

1.3.24 (1) 在超导转变温度 T c 以下，总传导电子数中有^部分的电子能参与超导 
电流，〜称为超导电子数密度‘简单超导体的伦敦方程将超导电流和磁矢势4联系起来 

乂=-⑴ 

这里 m 。 是电子质董，利用合适的麦克斯韦方程证明如何由方程 (1) 得出迈斯纳效应.伦 
敦穿透深度为何？ 

(2) 多数超导体的另一典型特征是单电子能级上存在着以费米能级为中心的能隙 
△，下列实验均可确定 △ 的存在和大小，请简单讨论其中任意两个 • 

( a ) 7 X < T c 时的比热 测量； 

( b ) 约瑟夫逊结的单电子隧道 效应； 

< c ) 薄膜中的微波(治0《4)吸收； 

( d ) 块状样品中的红外(知吸收 | 

( e ) r < T c 时的声衰减. 

解 （1) 迈斯纳效应是指超导体的完全逆磁性，即当处于超导态时，超导体内磁场总 
为零. 

由伦敦方程 


m t c 




( 1 ) 


式中， A 2 = 3. 于是，磁感应强度 


^ = V Xi4=— ▽ X A = — V X cA 2 j B 


(2) 


而按麦克斯韦方程 
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▽ X 及 =% 


(3) 


因此 


B=-cA z V X j\ =一 ^ 2 V X V XB 


=-A[[VdivB - V 2 S] 
因为磁场是无散场， divB=V •B-O. 因此有 




(4) 


式中 


r » 


1/2 ^ / m c c z 1/2 

\ 4 丌 n，' 


为伦敦穿透深度，对于大多数具有超导性的金属元素，穿透深度约为 lO- 8 〜 10- 7 m . 

(4) 式的解为 

B = B 0 exp —■ -^-j 

是按指数衰减的，当工》&时，这表明，磁场仅存在于超导体表面厚度比 x 2 小的薄 
层内，即超导体内磁场为零 I 此即迈斯纳效应. 

(2) 理论指出，超导基态与最低激发态间存在一个以 
费米能级为中心的能隙么如图 i . 3. 13所示，通过下面两 
絲 个实验可定出能隙 a 的大小. 

\ (a) T«T C 时&热的测量 

Er - j 在 T 《 T C 情况 T, 系统比热为 


空态 


满态 


r 


^|# exp ( 

而对超导态比热的测量，得到 


△ 

k^r 


( 1 ) 


超导态 
图 1^3.13 


arT c 


exp (― 


( 2 ) 


式中，为实验常数 • 比较(1)、（2)可得 


立即仏_ i 
矿即了 -知 r 


将实验常数代入得到 


A^h 52k B T c 

(b) r « r c 时的声衰减 

由于超声波在超导态和正常态的衰减不同，理论上得到 




exp (^ T ； + 1 


式中，分别表示超导态和正常态的衰减,从实验上测量则可由上式确定 A 
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1. 3. 25 一个环是由直径为 lmm 的铅丝弯成 
直径为 D = 的圆而做成的，如图 1.3.14. 这个环 

处于超导态并通有 100 A 的电流，经观察电流在一年 
内没有可探测的变化.如果检测器对电流小到 1 /xA 
的变化都能检测到的话，计算实验上超导态铅的电姐 
率的上限.（答案近似因子不超过3即可 •） 

m 沿乃■^由 KH 金 mil j> - L ，一 o- Q 一 0—. 


1mm 



10cm 


图 1.3-14 


解 设 P 为 电阻率，则 R = p 一 ，/ = 2 ?r 

s i 


2nr 9 


把此环看成一个及£电路 


dt 


IR 


所以 


lit) = /(0)e 




其中， 


L = 了， J(o) = 100A,JO) = 100 — 10— S A 
环的磁场分布较复杂，近似地认为环内各处都具有环中心的磁场值 


mJ 

2r 


则 


BS 


Mol 

2r 


X nr 




即 


L = —fj^r = 19-87 X 1(T 8 H 


360 X 24 X 3600 = 3.1 X 10 7 s 


In 


lit) 

1(0) 


ln(l - 10 一 8 )〜 10 


所以 


6, 4 x icr 23 a 


2nr 


• 2 X 10 


(0, 5 X 10— 3 ) 2 
Yx 5 X 1(T 2 


1-6 X 1(T 23 02 ♦ m) 
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1.4.1 现在精确地测量多次电离原子态寿命的重要方法就是:用一束调谐于被研究 


离子共振波长的激光束激发给定的离子束，并测量离子束的辖射强度作为前进距离的函 


数.当共振波长为4885人的一特定离子束被波长为4880人的氩离子激光激发时，强度在 
离激发点 10mm 处下降到原来的二分之一,如果离子束的速度是 r/c = 5Xl(T 3 , 计算达 
到共振时离子束法线与激光速所夹的角度及离子激发态的寿命. 



图 1.4. 1 


解设离子束向左以^运动，如图 1.4.1 在实验室中激 
光与离子束成 P 角，在离子束的静止参照系中激光与离子束 
成沒角，这时静止在实验室中的激光光源向右以 r 运动，离子 
束得到的辐射的频率由多普勒公式为 

—^> 0^1 — P 2 

⑴ 一 1 一 pcosd 


已知叫 

由光行差公式 


，夕 =5X1(T 3 , 故 

cos 沙 =一 （)• 2024 


得 


sin 汐 

tan<P== Ucosd - 


9〜 101.96° 


辐射强度按指数广"下降，即 



含= e _ " r ，r = t/\n2 

f 应采用固有时，所以 

d/v 


1 - y 

故激发态寿命 r 为 


d 

Vl ~ (5 X 10~ 3 ) 2 X 10 X 1(T 3 

~ v7\nZ " 

5 X 10一 3 X 3 X 10 s X ln2 


^ 9. 6 X 10一 9 (s) 

1* 4.2 由反射性材料制成的小球浮于透明物质的表面上，首先假定它们形成一个晶 
格常数为 iU 4 人的正方形格子 • 一束波长为5 000人的相干光垂直向下射到此表面上，如 
图 1.4.2. 

(1) 从此表面上看，光束将以什么方位角妗出射？ 
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(2) 如果入射光束无穷宽且理想平行，格子无限大，那么，出射光束当然也将沿准确 
方向出射.如果在此表面上方 10 m 处有一个水平屏幕，上面将出现清楚的点状光斑，可 
是，如果格子是一个仅含10 000个小球的正 方形. 屏幕上的光斑宽度将是多少？（做数童 
级估计即可，需给出理由 .） 

(3) 现在假设每个小球以准弹性力连在格点上，它们独立地在格点附近振动,平均平 
方根位移是2000人.小球的这种运动将怎样改变出射光的图样？比较小球运动时和静止 
时的衍射图样，我们可以区分小球是作水平运动还是铅垂运动，怎样 区分？ 



图 1,4.2 

解 a ) 光束的出射方向即反射光的于涉极太方向，设干涉极大方向的单位矢量为 

= sin0cos<pe x -f sin^sin^ + cosde t 

则通过原点 o 而以 a 为法线的平面为 


是 0 • x = 0 

其中，为平面上格点山 S ， C 到此平面的距离（图 
1-4-3)- 


d A = \ k * x A \ = ^sin^|sin 9 >| 
d B = 丨 A 0 * = ^sin^|cosf + sin<p\ 

dc= \ k° ^ Xc\ = c^sin^lcos^l 

y 为干涉极大方向的条件为 


然数，这个条件实际上包含 


了 dB ^= nzX { 



| d A 
B 

图 1. 4. 3 


由于格子的平移对称性，其他地方格点到这个平面的距离也是波长的整数倍. 
故 



y 


|tan^| = = (n\ + ni)A 

n 2 


0 



沒 =arcsinl Vnf + w! 41 ，或汐 


一 arcsin 



n i + ^ 


ni 


arctan “S 或 f = tt 士 arctan 以， 2 兀一 arctan —• 
n 2 n 2 m 
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C 2) 10 000个小球的正方形边长为100山此时光束相当于通过这个正方形而发生衍 
射. 屏幕上光的宽度为 

TotHo-o x 10 = °* 05(m ) 

(3) 小球的这种运动将使原来的光点弥散为光斑且在原来无光点处产生淡淡的 
背景. 

如果小球作水平运动，则对 z 方向附近光线的位相影响较小，故干涉图样呈现 为:中 
心光点亮而小，背景 较暗; 边缘光点暗而且大，背景较亮.如小球作铅垂运动，则对$方向 
附近的光线的相位影响较大，故中心光点较暗而且大，而边缘光点则显得亮而小，背景较 

啃. 


1 4.3 简明描述热阴极电离真空计(用于测量真空系统的压强)的基本组成部分和 
原理.粗略说明真空计的髙压和低压极限，以及决定这两个极限的主要原因. 

解热阴极电离真空计主要由阴极 F ， 加速极 
A 和收集极 C 构成.如图 1.4. 4所示. 

阴极灯丝在通电发热以后发射热电子,向带有 
正电位的加速极 d 运行，有一部分被 A 吸收，另一 
部分穿过加速极栅间空隙，继续向收集极 C 前进, 
但由于 C 带负电位.当电子靠近 C 时又被推斥. 
而使得电子在 C 、 A 极间来回振荡，直到被 A 吸收. 
在电子从 F 到 d 的这种运行过程中，不断和管内 
存在的气体分子碰撞，形成正离子和电子，正离子 
被收集极 C 收集形成离子电流“，而加速极 A 收 
集的电子则形成电子电流 k 理论给出，所形成的 

离子电流4和管内压强尸成正比,即 

P = Kb 

u 

若维持4不变，则 

由此可藉助于测量离子电流“而得到真空系统的压强. 

这种电离真空计的高压极限约为 10_ 3 托,因为当 P 510- 3 托时,因妁热灯丝的化学清 

除作用，使管内表现为“吸气”，因此 “不 再随尸而增加‘其低压限为10_ 7 托，因 为当尸 < 

10 - 7 托时，收集极所收集到的电流大部分为光电发射电流、离子电流只占很小部分，因此 
尸不 再随“ 而线性变化. 

1.4.4 简明地讨论下列 各项： 

(1) 倒逆 ( umklapp ) 过程和它对晶格热导率的关系； 

( 2 ) 库柏对以及它对费米面上的扩展和超导 BCS 理论中的基态波函数的关系； 

(3) 布洛赫定理以及它和晶格对称性的关系； 

(4) 对金属中的电子，费米液体的朗道理论的 本质. 
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解 a ) 倒逆过程指的是声子碰撞时，晶体总动量在一个倒格矢范围内守恒，即 

2 kr i lt ^ 2 kn， k + K 

Jf 是倒格矢.对晶体热阻起作 用&是 U 过程 1 ^不是 N 过程.若对 N 过程，初始晶体总 
动量不为零的话，即使没有温度梯度，也可产生一稳定的热传导密度流，结果导致热传导 
无限大，因此有限的热传导密度流，导致热传导无限大，因此有限的热传导是由 U 过程造 
成的. 

(2) 由于电子间交换声子而产生吸引力可以使费米面附近的两个声子形成束缚的电 
子对状态，即库 桕对. 由于结成库柏对，电子的能量降低，缩小了费米面，最佳库柏对是 
(k f k {)， 即波矢等值反向，自旋方向相反，因此 BCS 基态的特征是若 A 个态被占据， 
则 一 A 士态也被占据4 f 态是空的，则 一 A 士态也是空的，若 Ofe f 9 -k I ) 被两个电子占 
据的状态为如，概率为 t 9 -k O 没有电子占据的状态为知，其概率为则 BCS 
基态波函数为 


^ = Uk<p 2k + V k ip lk 

(3) 布洛赫定理是晶体平移对称性的结果，设是平移操作 

T^(r) = <p(r + R) 

T R H<p{r) = Hir + *)^(r + «) = HT 赪 (r) 


所以 


T R T K ifi =^< p(r + R + R , ) 


^ K — i R = 1 及+龙 


根据量子力学原理，可取//,了的共同本征函数 


所以 


H(p = EipyT/^ip — C ( R)(p 


C(R + R f ) =C(R) •ccm 
我们总可以取 C (^)= e i2KX '' W = 1 ， 2 ， 3 ，则 

C(R)= C( 2 riiUi ) = C(aj) n » • C(a 2 ) n 2 • C(a 3 ) n 3 

t 

其中 

k = xb x + x z b z -f 工 3 办 3 ,办 （• Qj = 2nSij 

故 

= <p(r + 10 = e a *V(r) 

也可以换个写法 

, P ( r ) = e ^ Ukir ) 

w*(r) = M*(r + R) 

( 4 ) 对于一个传导电子系统，一方面由于传导电子通过它们的静电势发生相互 作用; 
另一方面一个运动的电子在它周围的电子气中产生一个惯性反作用，这将使电子的有效 
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质量 增大; 当考虑到这种相互作用时，就称为此电子系统费米 液体. 朗道理论的实质在于 
给出关于相互作用效果的一个统一解释. 

1.4.5 用一句话描述下列每一种效应所观察到的现象 • 

(1) 拉曼效应* 

(2) 冉邵尔 效应； 

(3) 克尔 效应； 

(4) 法拉第效应 j 

(5) 帕邢-巴克效应， 

解 （1) 一 个光子被晶体非弹性地散射，伴随 着卢生 或湮没一个声子或磁振子. 

(2) 低能电子在惰性气体中平均自由程增加， 

(3) 某些透明物质受到正交光束的电场影响时将变为双折射物质. 

(4) 平面偏振光束经过某些透明物质，其方向和强磁场力线平行时发生极化平面旋 
转. 

(5) 原子在强磁场中，每条谱线发生三重分裂. 
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2.1.1 (1) 一位观察者重复地称一物体得到如下结果 10.1,10. 6,10.2,10.5,10.3, 

10. 5,10. 4，10. 6 g 单次测量的标准差(从一很多次测童的平均）为_ . 多次测量的 

平均值的标准差(从很多次测量的平均)为_ . 若我们算后者为 L 则质量真值在 

所得到的平均值的2〃范围内的概率大约为_•(做你认为合理的假设） 

(2) 由观察者 A 所测得物体质童平均结果为10.7士0.熗；由观察者3为 10.1 土 
0. 2 g . 这些测量的加权平均是_ • 基于所引用误差之上的平均值的标准误差为 

_ . 基于两者确定不一致之上的平均值的标准误差为_ • 这两个标准误差 

之间的差别对测量说明了什么？（做你认为合理的假设 .） 

解 （1)8 次测量的平均值为 

+(10. 1 + 10. 6 + 10. 2 + 10. 5 + 10. 3 + 10. 5 + 10. 4 + 10. 6) = 10. 4( g ) 

° »«-i 

- y (0. 3 2 + 0. 2 2 + 0. 2 2 + 0.1 2 + 0. I 2 + 0, l 2 + 0, 2 2 ) 

= 0. 03 


0.17 
取 < r = 0. 2. 

多次测量平均值的标准差为 o =< t/VN = 0. 06. 

我们认为测量误差是随机的，因此我们可设想测得各值满足正态 分布. 


_ — 

m 真值在 m — cr 与 m + a 之间的概率为 




J 

因为含 ( f ) = i x i = ie M 


(rn)dm 


(2 兀） 




e——Wdm 


16 


256 


很小，又 


所以 
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47 1 

= gx^-0.28 

(2) 按误差加权平均是 

10.7 X (^)+10 


基于所引用误差之上平均值的标平误差为 

:— 0. 1 X 4 + 0. 

一 5 

基于两者确定不一致之上的平均值的标准误差为 

含 [(10. 7 — 10‘ 6) 2 + (10 _ 10. 6) 2 ]= 0. 13 
0. 36 

J 与 P 不一致说明两个测量者的工作存在系统误差. 

2*1.2 在误差为10范围内，通过估计、粗略的计算或记忆的方法回答下列问题(说 
明你是如何得到你的答案的). 

(1) 地球的德布罗意波长； 

(2) 一 个铁核的总束缚能； 

(3) 地球的磁偶矩； 

_ 

(4) 20 C 水的蒸 汽压； 

(5) —导电电子在一块納金属样品中的平均速度. 

解 （1) 地球的轨道速度为 3 X 10 4 m / s , 而其质童为 6 X 10 24 kg , 所以其动量为 

p = mv = 18 X 10 28 N • s = 1. 8 X 10 29 N • s 
故 


= 10.6 


- = 0-12 


, h 6. 63 X KT 34 
P 1.8 X 10 29 


= 3. 7 X KT 63 ( m ) 


(2) 在核子数与平均结合能关系曲线上，应当记住的是 6 Fe 最接近平均结合能最大值 
约为8, 8 MeV ， 所以 Fe 的结合能免8, 8 X 56 = 492. 8 MeV . 


(3) 地球的磁偶矩为 8,0 X 10 25 erg / G (记忆 ). 

(4) 将蒸汽看成理想气体，利用克拉珀龙方程 


^ T ( v , L - %) = 壳 ㈨ 》。 


P v=== RT 冷諸 = KT Z ^ P = p ° e ^ 

这里我们作了假定 L 与： T 无关(近似 )• 水在三相点的 


故 


P 0 — 4. 58 immHg , T ° = 273, 16 K 
It = 607 kcal/kg 

〆 = p 0 e~ L ^ 
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P 


P^~ L/Kr ^ fo 


e 


-会 （ T ^) 


e 


取 T =293, 有 


p = p°e hi = 4. 581 X 2-718 


1 + 0. 4 + y X 0. 4 2 + 


• _ • 


= 4. 581 X 2.718 X 1.4 
=17. 48 mmHg (实际值 17. 54 mmHg ) 

(5) 因为金属钠中的电子服从的 ^ 费米统计，而钠中电子的费米能量& 

(3穴 2 ”） 2 ’ 3 〜 10— 1 S J (” 〜 10 28 / m 3 ). 而奸〜 10~ 21 J ( T =300 K )， 故 

kT 1 

- 〜硕 ，^ » kT 

因此我们以 T =0 时的情形来考虑，误差是很小的，不难釆用费米统计算得 


2 m 


v — ^ po — V 2m/i 0 = 7i(3n z n) m 
4 til 

对于活泼金属来说， n 都在 10 28 / m 3 量级，对于钠 n =2. 5 X 10 28 / ni 3 •故 


v = ^[^(3 k 2 w ) 1/3 ] ~ 37. 3 m/s 

对本题实际只要知道 n 〜10 28 这个量级就行了. 

2.1.3 在长途空间航行中，希望通过转动飞船来模拟引力 • 建议转动周期和飞船的 
大小，使结果模拟了引力而又没有恼人的科里奧利效应 

解当飞船转动时，它是一个非惯性系，在船中的力学规律为 

mo! = F — mw X r + mco 2 r ■— 2mco X v f 

这里，/^=0(认为远离地球和其他星球). S =0( 飞船转动是勻速的).这样 

a 1 = o^R 一 2(0 X v f 

为了避免科里奥利效应,则要求 

<o z R 》 o > X x/ v r 

但同时要求应为引，力加速度*是有限的•故0» 2 及=容，而 V 也不是很小，由此我们要求0 
很小而及应大，结果保证和 io ^ R ^ g . 这同地球上情形有点类似，即要求 
R'>v z /g. 如取人的速度 t /=5 m / s * a > 应为 l /5 s ， i ? 为 250 m . 

2. 1， 4 在 Thomson - Lorentz 原子模型中，电子是对力心作简谐振动，即它是一个自 
然频率为叫的三维谐 振子. 简略回笞(若你愿意可对之进行扩展). 

(1) 经典统计力学 ( CSM ) 认为热平衡时每一振子的平均能量(动能加 势能) 为鉍 T . 

(2) 董子统计力学 < QSM ) 认为此平均能量为 

ZUcoq 3友如0 

2 十 一 1 


(3) 对一振子系综来说，其比热为 M(CSM) 或 


3K 


fl^o\ 

kTl 


2 


e 


( e 嵊 _1) 2 


(QSM).CSM 有效当 


kT^>nco 0 . 
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(4) 当加一静电场£时，产生一平均偶极矩 沾. 经典力学 ( CM ) 预言 a ^ e 2 / ma>l 
量子力学 ( QM ) 预言基态《=以^，热平衡时 a -= e z / m<ol 

解 （1) 按照能量均分律，振子能量可表示为 + 总共有6个平方项，每 

一平方项的平均值是所以 e =6 Xy ^ r =3^ T * 

(2) 对此我们原则上可将每一振子看成一个玻色子，从而运用玻色统计来处理本问 
题.但这样做很复杂，这里我们假定振子的运动是定域的，这不失一般性，因而振子是可 
分辨的，我们可采用童子的玻尔兹曼统计来处理本问题，对振子的每一维有配分函数 


故 


Z 


“抑 +音 伽 0 


e 令 7(1 — e 為) 


0 


a 


— 3 z^lnZ =~ 3 


%(Oq 


細 0 


严 0 — 1 


3 友叫 


3細 o 


e 


獅 0 


1 


其中是此振子的零点能. 


(3) 对于振子系统来说，每一振子的比热为 

^ = 3k 


C 


决 3Jico 0 严。 

C QSM = ^ ^ ~ " ( e ，o 一 1)2 
(e 獅。 一 I ) 2 

当 m 叫《1今^《1冷 kT > mo 0 时 —处。 即经典统计有效. 

(4) 对于 CM 来说，我们可用两种方法来求 a 
1) 一个电子在外场五作用下，其平衡点移动了 .因 


n<o 0 丄 

W ' T 


F 


tncolX =+ eE f X 


e 




B 


而 P^—eX 


e 


mcol 


五，故 


a 


e z /tna>\ 


2) 我们可从经典统计来处理本问题 

一尤 




-L 一 >“2 


2 m 


mti^r + eEz 


设五沿 方向. 


P 


ez 


按照玻尔兹曼统计有 
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d 3 xd 3 p(— ez)e^ t/kT 


' d ^ pe ^ 

蠢 


/kT 


£,== £ + i m ( ol i r ~ S ) -盖% 


dz (— ez)e 




) 2 /2*T 


2 


dze 


dz f — + 


d^e 


Z /UT 


e 2 E\ 

mwlJ ^ 




OO 


e 2 E 

mo>l 


! 之 


eE \ 
mcoll 


故 





对于 QM ， 当此电子处于基态时，由于基态是非简并的，我们可用非简并微扰来求一 
级近似波函数为 


故 


| 少 




, < R \ H + 10) 

£<0) _ £ (0) 


\k) 


H f — ezE 
友 2 一. 


沒0 =— ^ V 2 + Y ma > oX z t E ^ = + - Jjhco 0 

|A^> = \n x ) \n y ) \n z ) y |0> = |0> |0> |0) 


1) ! \0) = eE\0)\0) 


丄 


m < o Q 


|1> 


故 




I 少〉 


|0>+ J ^|0)|0) il > 


|0> 


一 ^ El 


7 i<Oq \l 2 tn(o 0 


|0>|0>|1) 


P= — ez\^) 


e^E / n 

7i<o 0 V 2?n(o Q 


n 

2 m < o 0 
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故与经典力学得到的完全 一致. 

实际上本题可精确求解，尽管所得波函数与用微扰算出的近似波函数不完全一致，但 
求得的 a 是一样，按照精确求解所得的能级为 

^ ( '， • 3 L e z E z 






精确求得的本征态波函数为 


( fiN ( x ) =如 Ct’） 


其中如 Or ) 是未加电场时本征态.式中: 

TTICOq 


对于任意态的电子位置平均值 


<^|^|^>= <^| x ; — 


eE 

mcol 


I 穸〉 


eE 

ma>o 


-- 


eE 

m<ol 


根据玻尔兹曼统计，对于 


V 一 J^ e -V 打 

^ m<ol 


R«=0 


S 


E/kT 


eE 

mo)\ 


故 


卜— ez = “ f 、 m<4 

四种得到的结果完全一致. 

2.1*5 (1) 一束自由电子向距离为 10 4 km 的自由空间发射，若初始波包的横向宽度 
是 Imih , 电子的动能是 13. 6 eV ， 求达到的最小宽度是多少？ 

(2) 对于浅水中的表面张力波，频率与波长间的关系是此处 T 是表面 
张力#是密度，求此波的群速度是多少？ 

( 3 ) —面积为 A 的高速物体，当其以速度 z ； 通过一密度为^的气体时，其受阻力为 

试估计 r ， w , 

(4) 下列哪一个反应是允许的？若是禁戒的，陈述其 原因. 

(a) tt_+p-^K_+ X+ f 

(b) d+d—He 4 +7c°, 

( c ) K _ + p 一矿 + K +. 

对同样质能中心 F ， 反应截面的比率是多少？ 

g(P +p-»TT + +d) 

< r(n + p ^ it 0 + d ) 

(5) 若从一放射源，每秒计数的平均数目是4,则一秒记录8次的概率是多少？ 

解 （1) 自由电子初始波函数是一波包，其动量测不准童为 AP ， 根据测不准关系 


△尸 • 心 > 令 
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取 A^=l/im， 故此波包的投射角汐为 


因 

故 



P ^_ 

2 m 


Id 

2 ciq 



z 


p 


me 


e> 


n 


1 X 5 x 1( T S 


2^x Zmc 


2 X 10 


4 


T x 10 一 4(rad) 


故扩展尺度=^„-10 4 X 士 X 10- 4 km = 250m. 

(2) 略 

(3) 我们可通过量纲分析来求得 r，s,6 因 



[F] = MLT - 2 ,而 |>] = V , [P] = ML" 3 

= LT - 1 

[ 尸 ]= LAJLPJlvJ 

MLT~ 2 = L 2r Mi- 3f LT- ( = 一 3s M J T〜 


比较得 

2r + t — 3s ~ I fr = 1 

^5 = 1 0^5 = 1 

.t — 2 it = 2 

(4) jr + p — K —+ S + 是禁戒的 ，因 M 关 0. 
d + d — He 4 +7 c ° 是禁戒的 ，因 AI#0, 

K _+ p 〜 E —+ K + 是允许的. 

至于由于两者质心能量同，此比值与能(动)量无关…与 


都是 I ，此比值与自旋也无关，关键只与同位旋有关 • 
因 I«=l，Id=0, 故态 |7T°d> ， |7t + d> 仅为 /=! 的态. 


因 / P = 如而4=如故 | pp > 只能是 /=1 的态(因 J 3 P +/ 3 P =1). 

而对 n + p ，/ n = J p = ~| ■，而 / 3p = —/ 3n * 

这样 | np > 就可能为 卜1与1=0 的态.不难根据类似角动量耦合的方式得 


|np> = 


万 (|10 〉 + ，_) 


而 #+d 只能是丨10>态.故 


g(P + P 一 7t++ d ) = 丄 
<y(n + p — it 0 + d) 一 1/2 


的自旋 
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(5) 合理的统计分布为泊松分布 


P ( n , A ) 


A rt e 


它对于放射性衰变规律的描述是有 效的. 一 般说， n 可取很大值，因而求平均值 S 时 


n = ^nP(nX)^f 2 


wA n e 

TT 


二 妒 

Ae_A S 

1 ._ •v • 


故 


4 8 e" 4 

F (8. 4) = yj - ^ 0. 03 


2* 16 太阳表面的温度可估计 如下： 

(1) 求温度为 T 的黑体所发射的光子的最概然能量£：，假设这时的强度为 1( E ) 免 

E s e - mr . 

(2) 氢原子的 Balmer 线系(跃迁到 n = 2 能级)跨越可见光的频率范围，它们的能量 
是多少？ 

(3) 如果人的眼睛已进化得对太阳光最敏感，估计太阳表面的温度. 

解 （1) 已知/(五)是辐射的强度，所以光子按能量的分布 

P ( E ) ^ E^~ mT 

sL 


光子的最概然能董£/>满足下面 方程: 


dPCE ) 

dE 


= 4£ p 6 


JkT 


~Ele~ E p /kT 


即 E p =4 kT . 

( 2 )氢原子的 Balmer 线系是电子从能级跃迁到 w = 2 能级时发出的，其光子的 
最大能量为 


丑。(泰 


1^1 

4 


• 4( eV ) 


最小能量 


丄 


丑。(歹一= 1， 9 eV 


即 Balmer 线光子的能量是在丑心和 之间. 

( 3 )如果认为人眼对太阳光最敏感，即可见光是太阳发光中最概然频段，而可以对应 
于 Balmer 线系频段，所以太阳的表面温度为 

E p = AkT = (h 9〜3 ‘ 4 )eV 


T = (0.5 〜 i ) x 10 4 K 

2.1.7 解释为什么增值反应堆可以产生比其消耗更多的燃料 • 增值反应堆比普通 
反应堆危险的物理原因是什么？ 

解因为增值反应堆可以自己产生可裂变核燃料. 
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如 232 Th 、 238 U 本不是核燃料，但在增值反应堆吸收中子分别经双#衰变后转变成 23S U 
和 239 Pu , 而 238 U 和 239 Pu 是核 燃料. 

_ 

r r 

232 Th + n __233 T Jj _► 233p a __^ 238^ 

r r 

238 U + n — ► 239 u — 239 Np — > 239 Pu 

因为上述核燃料裂变时，每次裂变产生的中子数是2〜3个，所以产生的核燃料可以 
比消耗的更多. 

因为在上面的反应中，中子是快中子，反应堆的中子密度难以控制，所以产生的燃料 
量难以控制，如果核燃料量超过临界质量，那就会引起核爆炸 • 

2.1.8 确定下列陈述是否正确，并说明理由 • 

(1) 能量为 lOOeV 的集束电子可用来探测分辨度为 0. 1人 （ l < r n m ) 的分子结构. 

(2) 能量差为 10_ 3 eV , 寿命均为秒的两个态能被清楚地分辨，这两个态不相互 
衰变. 

(3) 一 种新的窄带脉冲激光系统在 600 nm 波长上工作，产生出带宽为 . l ( T 3 mn ， 持续时间 
为 2 X 10- 1 。 秒的脉冲 (h = 6. 58 X 10 - 16 eV • s f m^9. HX 10-* 3 i kg , leV=L 6 X 10" 19 ). 

解 （1) 不行，因为电子的德布罗意波长为 

2 兀左 = 3. 14 X 2 X L 6 X 10~ 19 X 6. 58 X 10~ lg 
V2ME VlOO X 1. 6 X 10‘ 19 X 9. 11 X 10- 31 X 2 

= 1.22 X 10- lo (m) >0.1A 

所以不能分辨分子结构. 

( 2 ) 行.因为既然能级的寿命是 10- 1 Q 秒，所以能级就有一定的宽度，当这个宽度大 
于 10- 3 eV 则两能级部分重合无法 分辨. 由测不准关系可知能级的宽度 △£: 

由 

音，得臺， 

= 3. 29 X 10- 6 ( eV ) < 10~ 6 

所以可以分辨. 

(3) 行： 


= h^v — h 




^2 


h 


c(^Z —— 

A ? 


h 


cAA 

IT 


由澜不准关系 • 以〜 I , 可求得持续时间是&的脉冲的宽度 


2nK X 


cAA 

IT) 




AA ^ 


4 


6 OO 2 X 1(T 18 


4 X 3.14 X 3 X 10 8 X 2 X 10 


^ 0- 48 X l ( T 12 ( m ) = 0. 48 X 10— 3 ( nm ) 〜 10" 3 ( mn ) 
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所以本题所要求的脉冲是可以产生的. 

A 2. 1.9 波光悬 浮:一 股光束使一个质量为 10 - 3 g 的完全反射小粒子悬浮在 
空中.反射光与入射光之间的夹角$分布在很大的范围内，可将 cose 的平均值 
取为零，如图 2.1.1. 试求激光的功率为多少瓦特？ 

解因粒子悬浮在空中，所以在竖直方向上，粒子所受的向下的重力与激 
m 2 thl 光对它向上的作用力/相抵消 

f = mg 

而力/等于入射到粒子上的光在单位时间内竖直方向上的动量改变量 

f = —(1 + cos $) 
c 


其中 w 为激光的功率，由题设 cos 0 的平均值 cos 6=0, 因而！ 

如 = mgc - 10" 6 X 9. 8 X 3 X 10 8 ^ 3 X 10 3 ( W ) 

激光的功率约为 3 kW . 

r 

2. I * 10将大气原子内的电子视为本征角频率为叫的束缚谐振子.一束角频率为 
%波长远大于原子线度的单色平面电磁波投射到康子上,阻尼效应忽略不计. 

(1) 当试给出总散射截面对 w 的依赖关系； 

(2) 现将原子电离，使所有电子都成为自由的，试给出自由电子的总散射截面对0的 
依赖关系. 

注 意:在 (1) 和 (2) 中均不要求导出完全的公式，给出截面对频率的依赖关系即可. 

解 （1) 在入射电磁场作用下，振子的运动方程为 


—r i. + 


B 0 e ^ 


其中 ， r 


2 me 


为特征时间， £ 。为力心的电场，为入射偏振矢量，于是 

e 丑。 e — 

^ • 1 勺 1 

m (Oq — eo 2 一 ia> 3 r 


其辐射功率 


Pcc I xl 2 cc 


<ol 


icoh 




微分散射截面定义为 


^ 辐射功率 / 单位立体角 
dK — 入射能/单位面积/单位时间 


因而 <tocFcc 


4 


如0 


(2) 入射电磁波的波长 A 远大于数童级为1人的原子线度，而电子的康普顿波长为 


々=。 024 人 
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因而 A 》 Ao , 由此可知电磁波动量 

此时康普顿散射与经典的汤姆逊散射结果相同，由经典电动力学，电子单位时间内的 
辐射能而 

• x — 

X — C 

m 

ai 2 与 w 无关，因而尸与 0 无关. 

由 （1) 中所述散射截面之定义， < T 亦与⑴ 无关. 

2.1.11 大气层屏蔽掉外层空间射向地球的大部分电磁辐射.试对下列不同范围电 
磁谱的基本屏蔽过程求出近似的波长或频率或对应的光子能量. 

(1) 氮原子 K 层电子的光电 吸收； 

(2) 电离层中等离子体的反射》 

(3) 臭氧的光蜕变； 

(4) 康普顿散射； 

(5) 正负电子对的 产生； 

(6) H 2 0 的转动激发吸收. 

解（1>光子能量 e 使得氮原子的一个 K 层电子电离，因而结合能 ==402 eV . 

(2) 电磁波入射到等离子体上,当入射波频率 W 小于介质的等离子体频率％时，发 
生反射.因而 


to eo p = 



e 


其中〃为等离子体的数密度，电离层中最大的等离子体密度为 10 6 cm _ 3 , 相应的 




An X 10 6 
9. 1 X 10~ 28 


X 4. 8 X 10 _1 ° ^ lO^s* 1 ) 


(3) 0 3 吸收一个光子而分解为0和0 2 反应在紫外波段 较强. 

£ = _ B ( 17 0) - B ( u O ) = 131.76 - 127. 6 -4.16( MeV ) 

(4) 当入射光波长的数量级与电子的康普顿波长人可以相比较时，康普顿效应显 


^ ^ ^ 0. 024 A 

( 5 ) 当光子的能量 e 大于正负电子对的静止能童时才可能发生电子对产生 • 

£ ^ 2 m 0 c z — 1. 02 MeV 

(6) 分子的转动谱为 

E n ~ 2 nB 

其中 w =0， l ，2, …， 5= AV 8 n 2 J ， J 为转动惯量. 

H 2 0 的主转动惯量数量级为 10 _ 47 J . s 2 , 因而5〜 10_ 21 J . 光子能量为 

£ = A£ 1(0 = 2B 〜 10 一 21 J 

2 ，1.12当准备在月球光亮一边着陆时，首先要估计一下月球的表面温度 • 你可认为 
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月球表面是很好的绝缘体，对此作出定量的估计，已知太阳常数是 1353 W / m 2 . 为了改善 
你的估计，还需要什么条件？ 

解设月球的吸收率为 a ， 当月球处于稳定状态时它的吸收热量应与其辐射的热量 
达到平衡，则 

这里/。是太阳常数即入射到月球上的能通量4/。是月球的吸收通童，是月球的 
辐射通量(稳定态时） ，了 是其温度， e 是因为非黑体而引入的改正系数， ( T 是斯特藩-玻尔 
兹曼常数 67 Xl ( T 8 W / m 2 . 

为了估计了，我们首先作近似,由此 

T = = 393 K - 120 °C 

为了作出更为准确的估计，我们就必须对 a 与 e 的知识有一定的了解，实际上只要知道 a / e ， 
事实上 aA 是不等于1的. 

2.1.13 对下列的量给出其测量方法，并估计数 量级： 

(1) 回旋加速器中的真空度； 

(2) 基本粒子实验中所用的磁透镜的磁场； 

(3) 液氢样品的温度 | 

(4) fx 子的寿命 | 

(5) Hubble 常数； 

(6) 普朗克常数； 

(7) 量近恒星的距离； 

(8) 河外星系的距离； 

(9) 阿伏伽德罗 常数； 

(10) 原子的 线度； 

(11) 原子核的线度 5 

(12) 兰姆 移动； 

(13) 宇宙背景辐射的温度； 

(14) 核的 g 因子； 

(15) 核子或介子共振态的 质量. 

解 （1) 目前测童超高真空所用的仪器为改进型 Bayard - Alpert 规（图 2.1. 2) .由阴 
极发射的电子在髙压下加速轰击真空中残存的气体分子，使它产生电离，然后由收集极收 
集正离子.阴极电流 J 。、 收集极电流七和压强之间的关系为 


阴极 



图2, 1.2 
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f， kP 

其中々为比例系数.测出 / o ,/ i 就可以由上式求得气压 P 约为10_ 8 〜 10- 8 atm . 

(2) 利用“霍尔元件”测量磁场.测量时由霍尔元件制成的探测棒插入待测磁场中， 
使强度已知的电流/通过霍尔元件，由电子管毫伏计上读出霍尔电势差(图 2.1.3), 
就可根据已知的霍尔 系数々 和公式 


V 






图 2. 1, 3 

确定磁感应强度五的大小.本题磁场大小的量级为 10 kG . 

(3) 为 20 K 左右 • 用氢蒸气压温度计获得. 

(4) 可采用计数器电子学方法 测量. 即通过测童粒子衰变事例的时间分布直接求粒 
子的寿命: V ^1( F 6 s . 

(5) 利用视星等红移关系，或 Hubble 关系， 

(6) 利用康普顿散射实验测出康普顿波长 A 代入公式 


m Q c 

即可求出 〜 6. 626 X 10 一 34 J • s . 

(7) 三角视差法，亦地球在公转中不同点决定恒星位置. 

(8) 由星系中变星的变光周期与光度关系决定光度，由观测视星等决定出距离.对 
远的星系可用红移决定距离. 

(9) Millikan 实验: 测出电子电荷 e 及1法拉第电量 F ，则 


N a = 


F _ 



6. 023 X 10 23 个 /mol 


(10) 取任意一种原子 X 的晶体，设其 乂克 z 原子的个原子排列成立方点阵， 

出其质量密度 p ( g / cm 3 ), 那么4克 Z 原子的总体积为乂々>，设一个原子具有体积 4 nr s /3 
( r 为原子半径），则 


4 

3 



= A/p 


由此得 
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ZA 

4 即 N a 



( id 利用《粒子散射实验，在卢瑟福理论仍然有效的情况下测出《粒子的最大散射 


角 心入射 速度％然后按下列公式推算出〃粒子达到离原子核最小的距离 



r — 〜 10 _l5 m 

(12) 1947年, Lamb 和 Rutherford 用射频波谱学方法测得私,。. 1/2 和私，态之间的 
能量间隔厶 £=4. 37516 X 10- 6 eV . 

(13) 由不同波长的射电流量决定出谱分布再与黑体谱弥合以定出温度,或者由 
用 Wein 位移公式决定出: T . 

(14) 利用角关联实验测量原子核在磁场中的拉莫进动频率 




in ~ n 


其中抑为核磁子， H 为外磁场 • g 的数量级为 g 〜士 （0. 1〜 10). 

(15) 测量方法为“不变质量谱”法.例如用 P 轰击它们的终态可由两种过程形 
成. 


P + 芄一— ► n + 穴++ 芄— 

p + 7T — ► n + P 0 

^- 7t~ 


共振态 P ° 的质量(即和 7 T — 两粒子系统的不变质量)为 


m 12 = ^ E 1 + E z y + ( P , + 尸 2 ) 2 

其中下标“1”和“2”分别代表 tt +和 tT . 用计数法或泡室分别测出 E 19 E 2 , P lf P 2 等即可求 
得共振态 P ° 的质量 w p .^776 MeV / c 2 . 

2.1. 14 简要叙述你怎样尽可能精确地去测量下®的董.解释测量的简单物理道 
理，并介绍你所用的仪器. 

(1) 铜的两个稳定同位素的相对 丰度； 

(2) 回旋加速器真空室中的气压(〜 10- 8 atm ) ; 

(3) 氘核的磁矩； 

(4) 太阳表面的温度； 

(5) 短寿命核子态的寿命(〜 10_ 22 s ). 

解 （1) 丰度是同位素在自然界中的含量的百 分比. 先制备好样品天然 l 〗 Cu 和 iCu 
的混合物，然后用质谱仪测出两种同位素的质量分别为 63 u 和 65 u ， 所用公式为 

q/M= E/R&B 

再用化学方法测出 lmol 样品的质童 M ， 从而求出每个原子的平均质量为 = 
63. 54 u . 设 gCu 的相对丰度为则 gCu 的相对丰度为 1— 工，代入公式 
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& 3 x + 65(1 — X ) = 63.54 
得 •r=68. 94% ,1—^=31. 06%. 

(2) 目前测童超髙真空所用的仪器为改进型8町肛(1-八^^打规(图2.1.2).由阴极.发 
射的电子在高压下加速轰击真空中残存的气体分子，使它产生电离,然后由收集极收集正 
离子，阴极电流/。、收集极电流和压强之间的关系为 


h^ KP 

其中 K 为比例等数，测出 7 0 ,/i 即可求得气压 P 〜10_ 3 至 10- 9 atm 

( 3 )测童原 理:核 磁共振，即利用共振时原子核倒向所产生的电磁感应 • 设原子核相 
邻两能级为瓦 》，£： m+1 ， 则当该原子核系统的电磁辐射的频率满足 

_ 五 w — 五 w+1 gMs^o 


时就会产生磁偶极辐射 • 由此可求出氘核的磁矩为 /4 h = 0.85742// n , 其中核磁子沖= 
5. 051X l<r 27 J/T. 仪器为核磁共振仪，包括磁场，线圈等. 

U) 利用在地球大气层外测得的太阳辖射谱(与黑体辐射谱相近），从曲线求出极值 
波长为 ^々4900人，利用 Wein 定律得2’-=2898\10~ 6 /4=5. 9X10 3 K. 

(5) 测量粒子质量的自然宽度，再根据测不准原理& • △£>^2,推算出粒子的寿命 


r =仏> 


n 

hmr} 


如果在原子核中有一个核子发生衰变，将会产生一个可以分辨的剩佘核，通过测量剩余核 
可以推算核子的衰变寿命. 

例如 ：由质 子衰变而产生的微量原子核可以在矿物样品中逐年积累 起来. 通过测量 
古老矿物样品中很少有可能从其他反应过程产生的这种微量原子核的含量，可以推算质 
子的寿命.例如 u °Te (碲）中一个核子发生衰变后将生成 Evens 等人测量出 3. 8g 
i3D Te 的 2. 5X10 9 a 古老矿石中 129 Xe 的含量，并由此算出质子寿命 

r P > 1.6 X 10 25 a 

2 . 1. I 5 粗略地估计下面的量(精确到数量级），可以采用包括直觉的任何方法，但必 
须使人相信. 


(1) 一公斤 23S U 完全裂变时释放的能量； 

(2) p 原子的半径； 

(3) lOTeV 质子加速器的半径 (i TeV-10 12 eV). 
解 （1) 设 


ifU + In —> IfU ―^ X + Y + 2jn 

即复核分裂为4 = 117的两个核，同时放出两个中子.在,4=236附近每个核子的平均结 
合能是 7 . 7 MeV， 而在4 = 117附近每一个核子的平均结合能为 8. 6MeV. 根据这些数据 
一个 235 U 原子裂变时一共放出能量为 

£= 2 X 117 X 8- 6 - 236 X 7. 7 ^ 2. 0 X 10 2 MeV 
而一公斤 235 U 完全裂变时一共放出能量 
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P = y?nv = qBR 

取5 〜 5特斯拉，则及〜6公里 

2.1. 16光电倍增管被用来测定光脉冲.每个脉冲包含少量但一定量的光子数.平 
均光电效率是10%，即每个光子有10%的概率诱发一个可探测的光电子.假设光电倍增 
管的增益是 10 s . 并且作为时间函数的输出电流可近似如图 2.1. 4所示. 



图 2.1.4 

(1) 当许多脉冲的平均等于 80 fiA 时，每个脉冲的平均光子数 N 是多少？ 

(2) 用 W 表示一个光脉冲不被探测到(即没有光电子产生)的概率是多少？ 

(3) 的涨落与哪些因素 有关？ 

解 （1) 先算出每个电脉冲的电量 Q . 因 

Q = Idt 

% 

所以 Q 就是三角形的面积. 

Q = X 20 X 10- 9 X 80 X 10~ 6 = 8 X 10— l 3 ( C ). 

其电子数 

w= Q = 8 X IQ ' 13 = 6 

p 1. 6 X 10~ 1£, 5 X 10 

而尚未经过光电倍增管的电子数 

n f = n /10 6 = 5 

所以每个脉冲的光子数 

N = n f / lQ % = 10 X 5 = 50 

(2) —个脉冲的所有光子均不被测到，其概率是 

{ 90 N 

= (0 * 9)50 = 0 '^ 

(3) 同 （2) 类似的讨论，容易看出 J ^ ax 的涨落同每个脉冲的光子数有关，光子数越多， 
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涨落越小，反之，涨落越大. 

2.1. 17两个平行的导体平板，其面积均为彼此 
之间(从一个平板的内表面到另外一个平板的内表面)的 L 
距离为 L 。, 它们被一个弹性系数尺自由长度为 L 。 的导 
体弹黉相连，整个系统是中性的，弹簧是自由的(“与平 u 

板的横向尺度相比很小），如图 2.1.5 所示.这个系统现 
在被放入一个方向垂直于平板，大小为丑。的均匀电场 k 
中，这时两板平衡并相距乙求用 瓦。，厶，尺和乂 图 2.1. 

表示. 

解由巳知条件 L 。 《工(或: y ). 所以放入电场中其内部的电场为0,心 

利用髙斯定理 

E 0 * S — q f E 0 = = a 

所以每板外表面所带的电量 Q 为 

Q — ^•A = E 0 *A 

每板所受力的大小 

F - £ 0 Q = EIA 


由胡克定律 


K1 1 ，1 


F ElA 


所以 


L 0 + V = L 0 + 


ElA 

K 


2* 1* 18 Iivermore 的 Shiva 激光器波长为在 10 _9 秒里放出 10kJ 的能童，打在 
面积为 io - w 的焦点上. 

(1) 求电磁场的能流密度，电场的峰值和能量密度，并且求其辐射压力(用实用 MKS 
单位)》 

(2〉如果所有的能量都被吸收并转变成热能，均勻地分布在大小与聚焦点一样、包含 
5 X 10 18 氢原子(完全电离)的球上，估计这个材料的压力，并说明虽然激光产生的辐射压 
强很大 ♦ 但远不能将这些原子聚合，所以允许它们自由膨胀， 

解 （1) 其能流密度 


5 = ™ = 10 20 J/(m 2 • s) 


由电动力学知 


li 

Moc 


所以 


• 941 X 10 n V/m 


10 20 X in X 10 一 7 X 3 X 10; 



£： 的峰值 
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VT E = 1. 941 X 10 21 X 1. 414 = 2. 745 X 10 n ( V / m ) 


而能量密度 


e 0 E z = X 1 CT 7 X 3 X 10 8 X lO 20 X 


IQ 7 

(4« c 2 ) 


lO 20 


X 10 12 


其辐射压力为尸 ^ X 10 i 2 Pa . 

(2) 吸收的能量全部转变成原子的无规动能，则 


W ^ 年 NkT 


再由理想气体公式有 


NkT _ 


2^W 
3 V 

10 4 


1 10 4 = 10 4 

2 x (kt 7 ) 3/2 

3 VT ( 


^s/lz 


X 10 U 5 ( Pa ) 


可见这个压力比激光产生的辐射压力大得多，远不能将这些原子聚合，允许它们自由 
膨胀. 

*/, 2. 1. 19如图 2. 1. 6,用一个偏振片来测定一未知偏振光，对于 

0 垂直偏振面情况，此光通过偏振片具有最大透射强度 J _ = J 。， 对于 

水平偏振面情况，具有最小透射强度 

(1) 从这些条件，我们能否确定此光透过偏振片，在与垂直方向 
成任意0角方向上的强度.如果可以，就用 J Q 和0来表示 1(0)； 

(2) 此光通过一个有水平轴及垂直轴的1/4 波片. 再通过偏振 
图 2 . L 6 片，其最大强度与垂直方向成30◊角，试尽可能多地描述入射光的偏 

振情况(非偏振比例，楠圆偏振长轴和短轴的位置，沿长轴和短轴的相对强度 )• 

解 （1) 此光为自然光夂与椭圆偏振光 J 2 , J 3 的混合，所以 


A + A = = 了 


所以 


峨 = A 十 I 2 cos 2 & + I 3 sin ^ - (h + I 2 ) cos z $ - J - (/, -f l 3 ) sin 2 0 = I 0 cos 2 d - f - y / 0 sin ^ 

(2) 经过 1/4 波片后，椭圆偏振光变为线偏振光.因为 

^~ tan 60 Q = -%/ 3 


所以 
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Iz 2=52 3/3 

•^3 ~ 含 [ = It = 含 A 

所以此光的非偏振部分的比例为 f ； = 50 %, 椭圆长轴在垂直方向，短轴在水平方向, 
沿长轴和短轴的相对强度比是 / 2 // 3 = 3 . 

2 . 1 . 20 实验结果^可以用公式 U — 来计算，公式右边的测量值是 

o 

a 士 Aa , 办土 Wx 土 Aj :， 容士 △尽 

这里&，处，心和如分别是 a ，~： r 和反的互不相关的随机误差的均方根估 计值. 
用 a ， 6 ， x 和客以及 A ^， M ， A * 3 ： 和 Ag 求出 ^y/y 的表达式，这里 △；>» 是 ； y 的随机误差 
的方均根值. 

解因为 

(a 一 3 厶） 


每次测量和 g 的偏差 8 a， 8 b,dx， 8 g 引起的 y 的偏差为办 


谷 y 


W X 


§a 


3 ^J~x 


bb 


k - y A + 

s 2gJT 


由于测量过程中 a，b，x、g 的偏差是不相关的,所以容易由上式求得 J 的均方偏差的 


表示 


(Ay) 


•2 


(Aa ) 2 + ^f(M ) 2 

s 


ia-ZbYx^ _ (a - ZbY 


(△客 ） 2 + 




( Ax) 2 


所以〜 / 尸 + ⑽ 2 +¥+忐⑽ 2 

2 . 1 . 21 如图 2 . 1 . 7 所示，在重力场中有一根细长圆柱立 


H 


于一水平面上，圆柱密度为〜髙度为 H , 半径为見当专>及 

时，这种状态不是绝对 稳定. 试对给定的 p 和 H , 运用测不准原 

理估计为使此状态维持一段相当长的时间所需的犮的 量级. 

解当圆柱平置于平面上时，为稳定状态，此时其重力势 
能为 Eq ― mgR = ,o^gR z H. 

当圆柱直立时，其重力势能为 


五’！ = mg 


H 


fmgR z H z /2 


后者与前者之差为 


AE 


丑 1 — 尽。= p^gR z H^ ~ ~ R 


4 ：g 2 x 


(Ax) 2 



图 2.1 


当 AE> 0 亦即 f>R 时，直立状态不稳定.利用能量-时间的测不准关系 


〜方 
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其中&为圆柱处于直立状态向水平状态过_的时标，于是 png ( R z H z / Z ~ R 3 H ) At ^ R 
由此式决定，当仏大时， 

p h m 

R - 1 pitgH ^ 

2. 1. 22 假设电离层处于热平衡时温度为 T , 而且它是由电子(质量为 m ) 和单电荷 
离子(质量为 M ) 组成. 如果^卜界没有大尺度的电场，电子和离子的标高度就有很大的不同， 
各自为 々77 m 客和 kT / Mg . 这将产生 j 大的电场，从而改变密度随髙度的变化 关系. 

考虑这种静电场 以后： 

(1) 求密度髙度关系： 

(2) 求自洽电场的大小(方向 ）； 

(3) 如果离子是质子，五的数值是多少？ 

(你可以忽略地球表面的曲率，知道电场最终是均匀的.这有帮助， ） 

解有电场后其密度随髙度的 关系： 


Pn = Pio^ 


/^电 = Pzo ^ 


t/kT 


e/kT 


Pio ^ 

Pzo ^ 


C-Mg^eBz)/kT 


{—mgz^E<z)/kT 


因为在这里是勻强电场，所以 


户1。，内。是 z — 0 的密度，取户1。 


V • £ = 4 jT (0 = 0,所以〜+ 作= 

p l0 e ( ~ M8X+Ect)/kT p 20 e c ~ m ^- Eex：>/kT 

10 =—内。处为 z =0 比较上式得 

+ Mgz — Eez =4 - mgz + Eez 


2 e 


其五方向由上向下 • 如果离子是质子，有 


M p = 1. 672 X l ( T 27 kg 
m 0 = 9. 10 X 10 _3i kg 
e = l . 602 X 1 CT 19 C 


所以 


• 672 X 1( T 27 X 9. 807 
2 X 1. 602 X 1 CT 13 


5-12 X l ( T 8 ( V 7 m ) 


值得注意的是本题假设电场是均匀的，可进一步 讨论. 

2.1.23 考虑一种在实验室可以找到的比较普遍的光电倍 增管. 作为例子这个光电 



倍增管有5级，允许的最高电压为 900 V . 假设响频与波长 
的关系如图 2.1.8 所示. 

(1) 为什么光电管对波长小于々的光没有响应？ 

(2) 为什么光电管对波长大于 A 2 的光没有响应？ 

(3) 画出用这个管观察持续时间为 20 m S 的光脉奸的 
电路图,你画的图应该包括阳极，阴极，二次发射极以及示 
波器的电路联系. 
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解 （1) 当波长短，即频率很高时，由于光电倍增管的阴极电子同光子的作用截面很 
小，即打出的电子很少 • 且当小于某一波长时，几乎无电子打出，即无响频效应. 

(2) 当波长很长•如很小，这时光电倍增管的透光窗对光子吸收很严重，更重要的是 
当频率小于某一值时，因光子 能量如 太小而不能将耙体的电子打出，所以无响频 效应. 

(3) 其电路图如图 2.1.9. 其中 

jRjC 〜1 一 5 r (r = 20 ms ) 


Rs R4 R\ R2 R\ 



图 2.1.9 

2* I - 24 考虑一个由竖直线框所商成的肥皂薄膜，设重力加速度为&，表面张力为 a 
试求液压和薄膜宽度与髙度的函数关系. 

解 如图 2. 1.10. 



0 


图 2.1.10 

此题只有二维情形好解决，即取一长方形框线 ，: y 方向很长，这样，任一 平面的薄 
膜形状可视为 相同. 

设大气压力为尸。，薄膜表面任一点 M 的液体压 力为尸 ，则沿 X 方向的边界条件为 

P = P 0 - a/R 

这可简单证明 如下: 在截面的液体表面上取一点 Q , 以它为中心取一微元弧,3；方 
向取单位长，取一无限薄层表面，它的两两对边界为一对弧和一对直线，直线段上的表面 
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张力的合力指向 QO 方向，大小为 2 osii ^, 2$为圆弧中心角，两圆弧周界上表面张力对 
消，故薄层面元在其法向的力平衡方程为 

(P - P 。） 及 • 2沒 + 2^ sin ^ = 0 

令及 - K ) 有上面的 式子. 将薄膜厚度记为£=2/,其 为：？ 的函数 

R^ = 尸 /[I + f 2 J n 

于是 

P = 尸。 一 af l /[\ + f 2 J n 

但竖直薄膜处于静力平衡，所以，压力应满足平衡方程 

P(.z) = P(z — 0) — pgz 

令两式相等 

Piz = 0) — pgz — P 0 — + / ,2 ] 3/2 

(在 2 方向上压力不变)式中尸。与 PG = 0) 都是常数.记 

AP = i > 。一 P( Z = 0) = 常数 


尸 /[I + f 2 J /2 - (AF + pgz)Io 


积分一次有 


/7(1 + f n ) m + Jfigz 2 ) + ^ 

取 /eO 处为 2=0 ，蹈有 

/7(i + f 2 y /2 - ^Pz + jpgz 2 ) ^ f 

因当膜很薄时/《！，近似有 /7(1+ 尸) 1/2 =尸，这时 

/OO = 士 ( 4- 士 (^) + C 2 
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2 . 2.1 考虑非齐次微分方程 

/" ( 工 ）+ 2 之 /’O) + k 2 f{x) = — x 0 ) 

此处 々和 ^>0是实常数且沢 d 是狄拉克函数，求出 k z >z 2 时的一般解. 
解 先求相应的齐次方程的通解，即求满足 

尸 U ) + 2 zf (^) + A 2 / ⑴= 0 

的一般解. 令 /( x )= e ' 代入上式得 

A 2 + 2 zA + k 2 = 0 

解得 

A = -之土 i W P 

所以 / U ) 的通解为 

/( 工 ）= A〆 - * + 4 2 - x 2 ) 1 + A 2 e (- 

其中為，為为常数. 

再求原方程一特解，利用傅里叶变换 

f(x ) =去厂 gdP^-^dP 

—CO 

§(工 一 x 0 ) = I 

U^ % —CO 

代入原方程得 

g(P) = k z ~+ 2 ziP - P 2 

求此特解归结为求积分 

f( 、_丄广 〆 ("】） , n 

^ (x) _ 2 n\ _« k 2 + 2 ziP - P zdP 

因为 z >0, 不难得知两个奇点都在上半平面，为 

P 2 - 2 z\P -炉= 0 




图 2. 2. 1 
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Z 


d(X — Xq ) 


sin ( o : — x 0 ) ^/ k 2 


VF 


— e -( x - x 0 )x 


Z 


最后得方程的通解为 


fix) = 态 e (一朴 5 ^^ )x + Ae (十以 2 - 


z 


核… o) sinU -^^ I ^! e - u -^ 




z 


其中 


6 {x — - To ) 




f 1 , 当工 > X 0 

0 , X = Xq 

L — It x <. x 0 


2. 2. 2 (1) 求级数夕=1+2工+3工 2 +4工 3 +出|工|<1的和； 

(2) 若 / Oc )= xe - #定义在区间 0<: r < oo , 求出: r 的平均值与最概然值; 


(3) 计算/ 


，oo 


0 


do : 


(4) 求矩阵 

以评述. 

解 CO 


4+ x 4 , 
12 4 

2 3 0 

5 0 3, 


的本征值与归一化本 征矢. 所得的本征矢是正交的吗?对此加 


xy = 
y — xy 


jy = 1 + 2 ^+ 3 o ： 2 + 4 x 3 + ### +«^ -1 + ••• 

=x + 2工 2 + 3工 3 + 4 x 4 + …+ nx n + 

=1 + 尤 + 工 2 + 工 3 + ♦•• + 文 11 一 1 + •• 


因为 kl < l , 所以 


y-^y = T ^^ y = ( i ^5 


(2) 平均值 


x 


•oo 

xfix^dx 


POO 


0 


a : 2 e^ x/x dx 2 A 


rco 


0 


产 oo 


f ( x)dx 


0 


xe^ x/x dx 


o 


x e^ z/x dx 

I - = 2 A ( A >0) 




x/x dx 


o 


最概然值 ^ nip 由 g 
(3) 


0 求得为 ar mp = A . 



/ 


，oo 


o 4 + x 4 2 v 


■*oo 


da : 丄 ^1 

o 4 + + 1 




dx 


o A + x 4 


’° dx 1 

1 

r ~ dx 

-丄 

「 dx 

j 一的4 +尤 4 

2 j 

G 4 + 工 4 

2, 

■co 4 + x 4 


由 x 4 +^ = 0 得奇点为（图 2. 2. 2) 


图 2. 2. 2 
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又 3 = 7 时 
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- 6 


尤1 

工2 = 0 0 


工2 2工1 


0 — 4 j [ x 3 


工3 


互 


工1 


归一化本征矢为 


3^5" 


丄 

2 

A 

4 


12 4 


不难验证上面所得的三个本征矢不是正交的•原因在于矩阵2 3 0不是厄米矩 


5 0 3 


阵. 


2 . 2.3 


r 2 i 

计算 

J 0 


d ^: 


• - j 0 1 一 2PCOSX+P 2 

解利用留数定理.令 


(0< 尸 <1) 


e ix 9 dx = d«/i^>cosa: 


O + 之一 1 ) 



故上述积分域对应回路 |r I =1( 图 2. 2.3), 


_ 2fC _ dz _ 

o 1 — 2Pcosx + P 2 


|r|«l 


iz 1 - 2 尸 


丄 


dz 

z + z 
~ 2 ~ 

dz 


+ P 


图 2.2 


P L ，_^ + 1 


Pi 


az 


^ ^ ^pj (z — P) 


在 IH =1 内的奇点只有2=尸(0< 尸<1)，所以 


o 1 — 2 尸 cos 工 + P 2 


p [^ 


2兀 

1= 尸 2 


2. 2.4 当 kl < l 时，计算无穷级歎的和 

•S(x)= 1 + 2 文 2 + 3x 3 + … 

解 S ( x )= (x + lx 1 + 3 x 3 + »•) + (1 - x ) = x(l + 2 z + 3 x 2 + …） + (1 _ x ) 

= 工 + x 2 + y + …) + a- x ) = x £^ + a - ^) 


一工 (1 — x) 


+ (1一工）=石二^ )2 +(1-尤) 
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2. 2. 5求出下列每一方程的球对称且在无穷远处为0 的解. 

(1) V z t /( r ) = -47 cd ( r ) 

(2) (▽ 2 +々 2 ) t /( r ) = —4 ? rd ( r ) 

(3) V 2 — U ( r , i ) = —47 t /0) d ( r ) 

解 （1) 由于 t /( r ) 是球对称的，所以 


V 2 U(r) 


di 

dr 2 


( rC 7) 


若 则 & (rLO = 0=> H 7= cr +< i ， 所以 U ~ c +—* 


但 


^ -所以 当 r ^ O 时， 


\7 2 U(r)d 3 x == — 


所以 d = l ， u = 十, 

(2) 若 •则 


所以 


一 般解为 


当 r — 0时，所以 


由上题知 


▽卜 心 = 一产 2 


丄 ii 

r dr 2 


(rU) + k 2 U 


ii 

d ? 


irU) + k 2 (rU) « 0 


rU = ce ±iir ^U = — e ±iAr 


c 2 e 


▽ 2 LT 勿一 4irS(r) 




^ = ^：tCl + C 2 = I 


(1 — c 2 )e iir + c 2 e 


e iAr + c 2 {e 


e 如） 


(3) 因 U ( r ) 是球 对称. 我们有 


i & ( rU ) - 7B u 


4nf(t)8(r) 


r #0 时 


v B (rU) -} B u= ° 
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它的一般解为 


r(J = F — r/c) + E 2 (t + r/c) 

=士 [尸 iO — r/c)^ + F 2 (t + r/c)] 


取物理上有意义的推迟解 


F z ^ OyU = ~F i it — r/c) 


当 r-M) 时 


V 2 U > 


丄 


c 


2 




▽ 2 {/ 勿一 4nf(t)B(r) 


所以 


Fi(t) « — r/c) = f{t — r/c) 


U = -fit- r/c) 
r 


2.2.6 级数 ^( — l )、 U n 是发散的，然而，它可以在下述意义即可找到一函数其具 

«=!=0 

有下述性质： 

对 | Arg 2：|<7 t — e ， e >0 和任意给定的 w =«0， l ，2, … 


Um 丄⑼ 

|t|-o n\ dz 


(- \Yn 


( 1 ) 


下求和 


co 利用公式 r(” +1) = w ! ={>如得~)的积分表示形式 


(2) 将 FG) 写成希尔伯特表示 


F(z) 




pjx) 


(3) 考虑形式为 /W=cexp(-6/〆) 的函数，其6是实且为正的，在一定的条件下， 
对于任何给定的有限值《 = 0,1,2…和 e>0 对 FO) 加上任意函数 /CO 并不影响极限 
(1)，这些条件是什么？（假设 a 是实的 .） 

解 （1) 因 


n\ 


dAe " A A fl 


又知对于给定的 a 都有 


这样，当时 


(— l) rt m = [ dAe" A (— iyx n 

Jo 


lim 丄帶 

\z\-^o n\ dz 


(- irm 


d n F(z) 

dz n 


dAe" A 

Jo 


(一 irx n m 
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= 

I 

因为 kl—0. 我们总可以令|心|<1,则 


dAo - 吃 （一 l) n AV 


5 (-1)BAV * = ri 


Xz 


所以 


F(z) 


dAe 


o 


1 + h : 


对于一般的 |Airg Z |<7i— e 我们有 


斤⑻ = 0 ^-治 


(2) 令 


7= >dA = A 2 d^=>dA = - 2 dx 


则 


F(z) 


dx 


(3) 为了满足题中的要求，则/00当 \ z \~^0 时应比 z 的任何次幂都要快地趋于 0. 
这实际上就是如下 要求： 

因 | Arg 之 |<tu— e(e>0 )， 令 ^=Arg 之，则 |… <ac —e •而 |/( 之） | = |c |exp(— 6 [ -a 
cosM)， 由 k 卜0时的性质，则要求沒，占>0,并且(：0时沒>0=>刎6>|<寻一次，>夂由 


此知■，而因而我们得到为所求的条件•注 

上 e， 它意味着 z 可取除负实辅上以外的任何值. 

2. 2.7 (1) 解微分方程 


丄 


时实际 


i + 2 )(i-t + 1 )y 


初始条件# =y 

(2) 计箅定积分 


do: 


(a 2 + x 2 Y 


其中^是实数. 
(3) 求矩阵 


1 0 - 


M = 0 2 


的本征值. 

解 （1) 方程为 
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A 丄 


dt 2 


+ 3 ^ + ^ 


它的本征方程为 


A 2 + 3 A + 2 = 0 ^=>^ 


2,入 2 =_ 1 


故通解为 


y ( t ) = Ae^ 2i + 5 e — 


特解为 


1/2 


故一般解为 


Ae^ 2i + Be^ + 


丄 


根据初始条件有 


A + B + 1/2 = 0 \A = 1/2 
— 2 A — 5 = 0 ^{B =一 1 


所以 
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为所求的满足初始条件的解. 
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(3) 本征方程 


1 一 A 


- A 


一 1 - A 


(1 — A) (2 — A)(— 1 — A) — (2 — A) = 0 

(2 — A)[(l — A)(l + A ) + l ] = o 

(2 — A)(2 — A 2 ) = 0=^^! — 2,A 2 = ^/~2 ,A 3 = — ^/~2 

为所求的本征值. 

2- 2.8 考虑一维线性系统其位移由下列方程所支配： 

c iy + c 2 y + c^y — Fit) 
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其有 q ， c 2 ， c 3 与时间无关，但未知 ， t = 0 时系统处于 : y = 0 处且静止. 

已知在数值为 P 。. 持续时间为到 t ^ lOT 的驱动力作用下系统的响应为 y 0 ( t ). 
依据所给条件求 

(1) 对于数值为 F 0 /5 作用时间为£=0到 50 T 的驱动力作用下 d =50 T 时的 位移； 

(2) 数值为 A 作用时间为£=0到 r 的驱动力作用下时的位移； 

(3) 现在考虑一任意驱 动力/ ^)，作用时间为到7%而 i ?( o )=^ cr )= o , 证明 
t = eT 时的位移可求出为 


)(6D = A^<i%T - t)FQ)dt 


其中 A 为常数 

解 Cl ) 由于此系统是一线性系统，所以驱动力为 F 。 时，响 应为: yj ?)， 我们把作用 
时间不同，看成同一时刻5个力为 F 0 /5 作用在此系统上，根据线性叠加原理不难得到 

^(50 T ) = jlyodOT) + ^ o (20 T ) + y 0 O 0 T) + ^ o <40 T ) + ^ o (50 T )] 

更易理解的做法 如下： 

根据所给的方程知 3^(0 满足 

^(0 + c 2 y{l) + c s y(t) = F 0 /5, 0 < / < 50 T 

CiyiO + c 2 y{t) + c 3 y(t) = 0， t> 50 T 
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jGoCt) + y 0 (t- 10T) + y 0 (t- 20T) + y Q (t - 30T) 
+ Mt - 40T)] + 警 [5 。 ⑴ + 一 — 10T) + y 0 {t - 20T) 

十 — 30T) + — 40T)] 十 — [y 0 (,t) + yo(t — 10D 
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— Pot 0 ^ i ^ 50T 
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+ — 40T)] + ^ly 0 (t)Mt - 10T) + y 0 Ct - 20T) 
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D 
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= 0 ， ^ > 50T 

由此我们得 

y(0= jLy 0 (t) + y 0 (t - 10T) 4 - y 0 (t — 20T) + y 0 (t - 30T) 

+ : vJi — 407 1 )],i ^ 40T 

而一般说，上面所得方程 以及: y ( t ) 的表达式应写成下列表 达式： 

y(0= y[^o(0 -1- ;y 0 it — lOT)d{t — 1070+ y 0 (t — 20T)6(t - 20T) 
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+ y Q (t - 30T)-e(t - 30T) + y 0 (t- 40T ) 的一 40T)],^0 
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+ Q C^o (O — yo(t — T)6(t — T)J = ^ 


<T 

0,T<^ < 10T 

-F,llT^t>lOT 


Oyt>HT 

因为后面的运动不会影响前面的运动，由此对于0</<10了,有 


yCO = y<jQ) 一 yo(t — T) 


故 


^(6T) = ^o(6D - y 0 (5T) 


按此可求出任何时 间的: y ( i )， 只要在上面方法中继续加上或减去相应时间间隔内的方程 


(3) 类似于 (2) 我们有 
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y(0 



yo(t — r)F(r)dr 
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第三章综合问答 

2.3.1 简述下列每个人在物理学上的两个主要贡献：（1)克劳修斯， （2) 迈克耳孙， 

(3) 费米， （4) 盖 尔曼. 

答 （1) ( a ) 提出了“热力学第二定律”; 0)) 提出了“熵”的概念 • 

(2) ( a ) 发明了迈克耳孙干涉仪，用以测定微小长度，光波 长等； （ b ) 利用这种干涉仪 
做了著名的迈克耳孙-莫雷实验，否定了“以太”的存在. 

(3) ( a ) 根据泡利不相容原理，与狄拉克提出了费米-狄拉克统计 Kb ) 领导建立了世 
界上第一个原子核反应堆. 

(4) ( a ) 提出夸克概念; ( b ) 基本毅子八重态分类. 

2. 3*2 在下列曾经证实或否定一个特定假设的关键实验中，每一个实验对物理理论 
在当年都有过直接而重要的影响.对 T 列各实验简要地说明什么物理概念被査证过. 

(1) 迈克耳孙-莫雷实验 I 

(2) 施特恩-格拉赫 实验； 

(3) 戴维逊-革末 实®; 

(4) 安德森正电子的发现； 

(5) 吴健雄、安布勒、海沃德、霍普斯和胡德逊的钴60的卩衰变. 

答 （1) 证明“以太”不存在. 

(2) 证明电子具有“自旋”. 

(3) 证明物质“德布罗意”波的存在. 

(4) 证明了反物质的存在. 

(5) 钲明了在弱相互作用中“宇称”不 守恒. 

2. 3.3 给出在物理学研究上做出重要贡献的四位妇女的名字.简要地说明每个人 
的贡献. 

答 （1) 玛丽•居 里:发 现镭. 

(2) 玛丽亚 • 戈佩特 • 迈耶: 给出原子核结构的壳层模型 • 

(3) 艾琳 • 约里奥 • 居 里:参 与发现 中子. 

(4) 吴健雄:实验上用核的 P 衰变证明在弱相互作用中宇称不守恒 • 

2* 3.4 至少给出一个实验物理学家和理论物理学家的 名字. 他们对以下现象的了 
解做出过贡献，并给出他们工作的大体时间. 

(1) 超导体 I 

(2) 光电效应； 

(3) 电子的波动性； 

(4) 电子自旋. 
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答 （1) 1911年，欧恩斯发现低温下金属的超导现象 .1957 年，巴丁、施耐特和库柏 
提出微观理论. 

(2) 1887 年，赫兹发现光电效应 • 1905 年，爱因斯坦提出光量子论，成功地解释了光 
电效应. 

(3) 1927 年，戴维逊发现电子在晶体中有干涉现象，证明了电子的波 动性. 1924 年， 
德布罗意提出物质波，表明电子有波动性. 

(4) 1921 年，施特恩-格拉赫证明了角动量的取向是量子化的，发现可能存在半整数 
角动量 .1925 年,乌伦贝和高德斯密特提出了电子的自旋. 

2. 3.5 对下述每一现象给出二个物理学家(一个实验的 ，一 个理论的），他们对此现 
象的了解有过重要贡献.并简述(一句话)每一位的贡献，以及做出的时间. 

(1) 康普顿散射； 

(2) 核裂变； 

(3) 物理中的宇称 破坏； 

(4) 超导体或超流体； 

(5) 奇异数或粲数. 

答 （1) 1923年，康普顿首先观测并解释了康普顿效应 . 1963 年，费尔顿给出了散射 
公式对天体的应用. 

(2) 1938 年，哈恩和史特拉斯曼用中子轰击铀发现产生了钡，发现了轴的 裂变. 同年 
梅特纳和弗里什从理论上解释他们的实验结果. 

(3) 1956 年，李政道和杨振宁提出弱相互作用下宇称不守恒(理论 )• 1957 年，吴健雄 
用实验证实 • 

(4) 1957 年，巴丁、施耐特和库柏，提出超导微观理论 . 1911 年，欧恩斯发现低温下金 
属超导现象. 

( 5) 1954 年，中野董夫和西岛和彦，同时还有盖尔曼，他们提出粒子除具有质量、自 
旋、电荷、同位旋等以外，还应具有奇异数这样一个量. 

2 - 3.6 对于下面的任一组物理学家，写一篇短文来指出他们对物理学的贡献及他们 
的工作之间的联系. 

(1) Volta , Oersted , Ampere , Faraday , Maxwell . 

(2) Becquerel , Curie > Rutherford , Chad wick , Hahn . 

(3) Wien , Planck , Einstein » Bohr , Schrodinger . 

答 （1) Volta : (意大利人 .1745 〜18 2 7)， 1792 年之后，他花了 3年时间作了许多实 
验，将许多金属排列成一个序列 • 其次序如:锌、锡、铅、铜、银、金……这就是著名的伏打 
序列 • 他发现只要按这个序列将前面的金属与紧接着的下一种金属搭配起来，接触在一 
起，则前者带正电，后者带负电 .1800 年春，伏打制造了第一个能产生持续电流的化学电 
池，其装置为一系列按同样顺序叠起来的银片、锌片和用盐水浸泡过的硬纸板组成一根柱 
体，叫做伏打电堆，把电堆的两端用金属导线连接起来可以获得持续的电流* 

伏打电堆的发明，使人们第一次有可能获得稳定而持续的电流.这就为科学家们从 
研究静电现象跃进到研究动电现象提供了坚实的技术基础，而且更重要的是促使人们对有 
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了电流之后，电流会产生什么新现象，电流对人类有什么用等问题进行兴趣广泛的研究. 

Oersted〆 丹麦人，1打7〜1851)，他坚信电与磁之间有着某种联系 • 经过多年的研 
究，在1820年4月某一天的晚上，奥斯特在讲课中突然来了“灵感”，在讲课快要结束时， 
奥斯特说 :“让 我把导线与磁针平行放置来试试看 I ”于是，他毫不犹豫地在大庭广众面前 
接上电源,他发现了电流附近的小磁针微微地跳动了一下.奥斯特紧紧抓住了小磁针的 
这一动，苦苦进行了为时三个月的连续的实验研究，终于在1820年7月21日发表了题为 
《关于磁针上电流碰撞的实验》的论文，向科学界宣布了“电流的磁效应”电流磁效应的发 
现，开拓了电学研究的新纪元. 

Ampere : (法国人，1775〜1836)，奥斯特的发现极大地震动了法国学术界 .1820 年9 
月11日，阿拉果向法国科学院报告了奥斯特的电流磁效应的最新发现，当时在场的科学 
上极其敏感的安培从中受到启发.第二天就重复了奧斯特的实验，并发现磁针转动的方 
向与电流方向的关系服从安培右手定则 . 9月25日安培在论文中阐述了他的两根平行载 
流导线相互作用力的实验.以后安培又做了载流螺线管与磁铁等效性的实验.在这些基 
础上，安培于12月4日总结得出两电流元之间的作用力与距离平方成反比的公式，即提 
出了著名的安培定 律：于 1821年1月前后，安培又提出了著名的物质磁性的分子电流假 
说，把磁现象归结为¥—的电流作用，这点成为以后正确认识物质磁性的一把钥匙 • 

Faraday : (英国人， 1 M 1 〜 1867), 法拉第仔细地分析了电流的磁效应等现象，法拉第 
认为既然电流对磁有作用，那么反过来，磁对电流也应有作用.1822年法拉第在日记中写 
下了他的光辉思想 :“磁 能转化成电”_之后他经过历时十年的失败、试验、再失败、再试 
验,终于在1831年发现了电磁感应现象.对于电磁现象的广泛研究，使法拉第逐渐形成 
并提出了他特有的场的观念和力线力管的模型.1832年他写了一封密封的信给英国皇家 
学会，在这封信中，法拉第预言了磁和电感应的传播.法拉第的丰硕的实验研究成果，以 
及他的新颖的场的观念，为电磁现象的统一理论准备了条件 • 

Maxwell : (英国人，1831〜1879)，麦克斯韦对法拉第的力线力管进行了 深入的 研究， 

导出了电流四周的磁力线与磁力之间的关系 • 给出描述电流和磁力线的一些物理量之间 

的定量关系的矢量微分方程，以及电流间作用力和电磁感应定律的定量公式 • 1862年麦 

克斯韦觉得需要建立一种媒质理论来体现法拉第的力线 思想. 他认为变化的磁场在其周 

围的空间激发涡旋 电场; 此外他又引入“位移电流”的概念，变化电场引起媒质电位移的变 

化，电位移的变化与电流一样在周围的空间激发涡旋磁场.麦克斯韦明确地用数学公式 

把它们表示出来，从而得到了今天以他的姓氏命名的电磁场的普遍方程组 一 麦克斯韦 

方程，这是物理学发展史上一个重要的里程碑.他预言了电磁波的存在，提出了光的电 

磁理论，大胆预言:光是电磁波 • 18 73 年麦克斯韦公开出版《电磁学通论》一书达到当时电 
磁理论顶峰. 

( 2 ) Becquerel ：1896 年贝克勒耳发现放射性 • 

Pierre Curie : 居里夫妇发现了钋 和铺. 

Rutherford ：1911 年卢瑟福证实了原子的核式结构. 

Chadwick ： 1932年査德威克发现了中子并从实验中算得中子 质童. 

Hahii : 1938 年底，哈恩进行了铀被中子撞击的实验，发现了原子核裂变现象. 
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(3) Wien : 维恩发现黑体辐射的位移定律. 

Planck : 普朗克发现了黑体辐射定律，提出量子 假说. 

Einstein ：1905 年爱因斯坦提出光量子理论，明确了光的量子性，还创立相对论. 

Bohr ： 1913年玻尔提出氢原子的量子理论，初步奠定了原子物理学的基础. 

SchAclinger : 他建立了量子力学基础——薛定锷方程. 

详述如下:3608116戊1:(法屆人.1852〜1908)，1896年1月20日，法国科学院举行了 
一 次重要的学术讨论会，并给与会者展示了伦琴的 X 射线照片，正在致力于磷光现象研 
究的贝克勒尔在会上提出了在阴极射线的照射下，可能还有其他物质也会发出同 X 射线 
类似的射线 • 会后，他选定氧化铀作为主攻对象，于1896年发现了铀的放射性，成为在科 
学实验中认识放射性的彝祖. 

Pierre Curie : (法国人，1859〜 1906 )、Marie Curie : ( 法籍波兰人，1867〜 1934) ,贝克 
勒尔的发现，立即引起了居里夫妇的极大兴趣和注意.玛丽 • 居里进一步向自己提 出:难 
道铀是唯一能发出这种射线的化学元素吗？别的元素是否也具有同样的性质？经过反复 
探索和提炼，他们夫妇于1898年7月发现了新元素钋和其他一些放射性元素，并于1898 
年12月提取了镭.在1902年，经过45个月辛勤劳动，他们使几百吨矿渣溶解、沉淀和结 
晶，在几万次提炼后终于成功地在一个木棚里获得了 10克纯镭.正是由于这些贡献，贝 
克勒尔和居里夫妇于1903年共同获得了诺贝尔物理奖. 

Rutherford . (英国人，1871〜 1937) ，1896年初，由于 X 射线的发现，卢瑟福与汤姆逊 
合作，开始测量由 X 射线产生的电离，成功解释了关于气体在 X 射线的作用下被活化了 
的原因.在铀等放射性元素发现后，卢瑟福立即把他的经验用到由铀引起的电离的测量 
中去. 1898年居里夫妇从沥青矿中发现的新元素——镭，深深吸引了卢瑟福，他也进行了 
一系列的实验.他用镭来检验 X 射线，并发现铀放出来的射线有三种，他命名为《射线、|3 
射线和7射线 • 这一研究成果，轰动了整个科学界 • 提出放射现象是原子自行蜕变现象 
的理论,1908年获得诺贝尔化学奖 • 不过卢瑟福最伟大的发现是1911年提出原子核和《 
粒子散射公式，创立了崭新的原子的核式结构的完整理论 .1920 年卢瑟福又预言了存在 
中子的可能性. 


Chadwick : (1891 〜1974)，査德威克是卢瑟福的学生和同事，他在卡文迪许实验室重 
复作了许多试验，用钋加铍作为源，不仅用氢而且还用氦及氮与入射辐射碰撞，通过比较 
这些反冲，査德威克终于在1932年——卢瑟福预言存在中子的12年后，发现了中子，并 
从实验中算得了中子质量 • 他的关于中于的发现是尔后全部核物理学发展的 基础. 

Hahn〆 德国人，1879〜1968)，哈恩是卢瑟福的学生和首批追随者之一 .1938 年底哈 
恩在用中子轰击铀的生成物中发现了放射性的钡，发现了原子核裂变现象 • 哈恩从发现 
新的天然放射性物质到发现铀裂变,在整个放射化学领域里都做出了贡献. 

Wie n : ( 德国人,18 64 〜1 9 28)，18 93 年维恩从热力学第二定律出发，首先推导出热辐 
射的另一重要定律——黑体辐射的维恩位移定律 . 1896年他又发表了辐射能量分布定律 
的理论推导，为发展辐射量子论奠定了 基础. 由于这两个定律的发现，维恩荣获了 1911 
年诺贝尔物理奖 • 维恩在物理学的很多领域，诸如流体动力学、稀薄气体放电、阴极射线 
和 X 射线的测定等方面,都做出了不可磨灭的贡献. 
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Planck : (德国人，1858〜 1947), 1896年维恩导出了热辐射定律之后，发现了发射定 
律的普朗克为了寻求适合于整个波段的能量分布公式，在1900年指出了普朗克童子假说. 
他还提出了辐射系统^—线性振子——辐射场之间能量不连续的量子交换的概念.1906 
年他又证明了普朗克恒量作为作用量子的重要意义，从而建立了量子论的基础.普朗克 
在斯德哥尔摩瑞典皇家学会上作的讲演《量子论的诞生及其发展》论文中，向全世界公布 
了他的重要发 现:“ 基本量子”.这一发现使普朗克获得了 1918年诺贝尔物理奖. 

Einstein :( 德国人,1879〜19 55 ),在1901年左右，爱因斯坦在维恩的指导下，撰写了 
关于著名黑体问题的论著，1905年爱因斯坦指示了光的双重性质 —— 波粒二 象性. 他详 
尽地阐述了光电效应、光化学研究以及其他一些证实他关于光量子假设的例证.爱因斯 
坦的光量子理论的进展，大大超过了普朗克的黑体腔的振子能量量子化的概念.爱因斯 
坦一生还致力于相对论的研究，创立了狭义和广义相对论. 

Bohr : (丹麦人，1885〜1962)，卢瑟福创建的一种可以解释《粒子通过物质时偶而所 
经受的很大偏折的原子模型，受到玻尔极大的认真看待 • 于是1913年玻尔提出氢原子的 
量子理论初步奠定了原子物理学的基础 • 玻尔的理论立即得到卢瑟福和爱因斯坦的注意 
和关注，在共同的科学道路上、玻尔、普朗克和爱因斯坦建立了亲密而又牢固的 友谊. 

SchrBdinger : (奥地利人，1887〜1 9 61),1926年在玻尔的原子模型和爱因斯坦的光 
的量子性的基础上，薛定谔建立了量子力学基础^ — 薛定谔方程.薛定谔的“作为本征值 
问题的量子化”研究报告一提出，就受到普朗克、爱因斯坦、玻尔等科学家的普遍注意和赞 
美.早已髙龄的普朗克还遨请薛定谔去柏林对他举办的讨论会发表演讲 • 

2* 3.7 下面列出了三组名字 • 指出他们分别解决了什么物理 问题. 并按其工作的 
先后次序排列下来，并分别讨论他们的工作. 

(1) Maxwell , Einstein , Newton , Huygens , Young , Fresnel 

(2) Schrodinger , Bohr , Planck ， Dirac ， Einstein , Heisenberg 

(3) Jensen & Mayer ， Chadwick , Fermi , Rutherford . 

答 （1) 次序为： Huygens — Newton -^ Young — Fresnel — Maxwell -^ Einstein . 

Huygens 光波动说创议者 • 

Newton 光微粒说创议者. 

Yc'ung 光的干涉实验. 

Fresnd 光的衍射解释. 

Maxwell 光的电磁理论. 

Einstein 光量子假设 • 

(2) 次序为： Planck -^- Einstien —*- Bohr ^ Heisenberg ^ Schrodinger -^ Dirac . 

Planck 光的量子论. 

Einstein 光量子假设 • 

Bohr 氢原子的半径及量子理论. 

Heisenberg 矩阵力学. 

Schr b dinger 波动力学. 

Dirac 电子的相对论波动方程. 
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(3) 次 序为： Rutheford—Fermi-^Chadwick—Jensen & Mayer. 

Rutrherford 原子有核模型 • 

Chadwick 中子发现实验* 

Fermi 原子核 P 衰变初步理论. 

Jensen &. Mayer 原子核壳层模型. 

2. 3.8 下列人对物理学做出了哪些贡献？ 

(1) H. Hertz (2) T. Young (3) J. Henry (4)J.W. Gibbs (5) J. Chadwick 
(6) W. Lamb (7) M. Gell-Mann (8) H. A. Kramers (9) H. Becqurel 

答 （ 1) H. Hertz 电磁波检测实验 . 

(2) T. Young 光的干涉实验. 

(3) J. Henry 自感现象 . 

(4) J. W. Gibbs 系统理论. 

(5) J. Chadwick 中子发现实验. 

(6) W. Lamb 氢原子 2 2 *S 1/2 比 2 2 尸的的能级高 0. 033cm-i ， 称兰姆移位 • 

(7) M.GeirMann 夸克模型. 

(8) H. A. Kramers W. K. B 方法 . • 

(9) H. Becqurel 放射性 发现. 

2.3.9 给下列现象以物理解释. 

(1) 日出或日落时的红化； 

(2) 蓝天； 

(3) 虹(主虹及次级 红）； 

(4) 日晕 (22° 晕). 

答（1)，（2)晴朗的天空所以呈浅蓝色，是由于空气中不规则的分子运动，在大气中 
不断发生不均匀的疏密部分，使太阳光散射的结果 • 根据散射光强和波长的四次方成反 

比的瑞利定律，波长较短的浅蓝色和蓝色光比波长较长的黄色和红色光散射得厉害，所以 
睛朗的天空仍是浅蓝色. 

曰出或日落时，此时太阳光几乎平行于地平面，穿过的大气层最厚，所有波长较短的 
光如蓝光……等几乎都朝侧向散射，仅剩下波长较长的红光到达观察者(接近地面的空气 
中的薄雾和尘埃，更增强了散射作用. ） 所以此时看到太阳呈红色 • 

(3) 雨后，空气中悬浮的许多水滴，相当于在空中有无数多个小的三棱镜，这些水滴 
把射入它的太阳光折射,而把日光色散，形成虹.又因折射方向相对入射光角度大体相 
同，故虹的曲率中心与观察者，太陌三者共线，二次虹是水滴内二次反射折射形 成的， 

(4) 这是由于空气中悬浮的微粒(水，尘埃)衍射 而成. 22。可提供一微粒尺寸，是在大 
气中可悬浮的条件. 

2. 3. 10给出下列现象的物理 解释： 

CI ) 过渡金属及稀土族金属所成的盐大多具有很深的颜色而且具有顺磁性;而碱金 
属及碱土金属的盐大多无色而且具有抗磁性. 

(2) 尽管气灯灯罩的温度并没有达到使其发出白光的地步，汽灯仍然发出耀眼的白 
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光.而且冷的灯罩也是白色的，而不是像良好的辐射体所要求的那样是黑色的. 

(3) 在没有外磁场的情况下,蔗糖溶液也能使平面偏振光的偏振面向右旋转. 

(4) 在放电激发下，氮-氖混合气体发出激光* 

答 （1) 碱金属的盐与碱土金属的盐大多是离子键.在此，由于碱金属及碱土金属 
在剥去价电子成为离子后，电子恰好构成一个满壳层;酸根离子的总自旋是由构成酸根的 
原子的自旋和它们之间相对运动的轨道角动量所提 供的. 但原子核比电子要重得多，构 
成酸根离子的原子核实际上可看成是不动的，因此酸根离子的总自旋将由各原子的电子 
壳层的总自旋给出（核自旋贡献很小 ：因为 因此核的固有磁矩极小，并不影 
响我们的讨论 •） 但酸根离子中各原子的电子壳层也已配满，因此金属离子与酸根离子的 
自旋均为0;由此知，此种盐具有抗磁性.由于金属离子与酸根离子是满壳层，因而第一 
激发态距基态的间隔很大可见光不能使之激发，因此这类盐大体上无色. 

. 过渡元素与稀土元素便不一样 • 由于这类元素的次外层电子^或？ 1 不构成满壳层， 
结合并不十分牢固，因此这些内电子有时也会被激发出来，这就使得这类原子常常具有几 
个化合价，更重要的一点是，当价电子丢失后，金属离子的电子壳层一般是不满的，因此 
金属离子具有不为零的自旋 • 这就决定了此种盐一般是顺磁 性的. 又由于此时金属离子 
外层未满，电子比较易于激发，可以存在好几个能量间隔在可见光范围之内的能级，因此 
在这范围内有吸收峰，使这些盐常具有美丽的颜色. 

(2) 汽灯灯罩上涂有稀土盐.当点燃气灯，化学反应放出的能量使金属离子中价电 
子激发，有很多电子在可见光区，而混合成白光，这是与黑体辐射不同类型的 辖射. 

(3) 由于蔗糖分子本身就是一个右旋的长链，因此蔗糖溶液中分子取向虽然是无规 
的，但并不存在左旋分子，因而宏观上仍表现为“右旋 性，， 

( 4 ) 气体放电形成的等离子体中的高速电子很易碰撞 He 原子，使之激发到亚稳能级 
2 s S 和2$(图 2 . 3.1)，而这两能级又和 Ne 的激光能级 2 S 和 3 S 非常匹配 ( Ne 的略低一 
点），因而激发的 He 的能量可非常有效的转移到 Ne 的激光能级上，使产生粒子数反转， 
从而发生激光.简言之， He 有效的促进了泵浦过程，从而保证实现粒子数的 反转. 


2*S 



图 2. 3. 1 

2- 3.11 给出你能得到的下列各量的最好估计值: 

(1) 在空气中产生 5 cm 闪电的 电压； 

(2) 地球的磁场； 
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(3) 在标准实验室里铁芯电磁铁的最髙磁场； 

(4) 在海平面上的宇宙射线通量； 

(5) 在一个具有油扩散泵的金属真空系统中的 压力； 

(6) 直径为 lmm 的绝缘锢导线的安全载流能力； 

(7) 液态氨的沸点 （1 个大气压） 

答 （1) 〜 150 kV . 

(2) 勿 5. 0X10— 3 Wb / m 2 或 a 50G. 

(3) 1714G (室温 )• 

(4) ^0. 5/ cm 2 • s . 

(5) 10_ 8 〜 10- fi Torr . (蒸汽压， 25° C ). 

(6) 12A(600V 橡皮或乙稀绝缘 线). 

(7) 77. 36 K . 

2- 3. 12 对于下面列出的任何三个物理学领域给出一件在近期已经得到的有意义的 
发现或进展.用一两句描述其意义，是谁、在哪做的工作？ 

(1) 髙能物理； （2) 宇宙物理学或空间物 理学； （3) 等离子体 物理； （4) 原子 物理； （5) 核 
物理；（6)固体物理. 

答 （1) 髙能物理. 

在欧洲核子中心 ( CERN ) pf 对撞机上，由 Rubbia 领导的100多个实验人员组成的 
小组，于1982年11月至12月发现了带电的中间矢量玻色子 W 1 . 并于1983年4月至5 
月发现了中性中间矢量玻色子 Z Q . 可以说它是物理学领域中极其重要的发现之一，它使 
弱电统一理论从实验上得到证实. 

(2) 宇宙物理学或空间物、 理学. 

1983年1月26日，美•英、荷联合发射了一颗红外天文卫星 ( IRAS )， 它标志着红外 
天文学开始进入空间时代，.人类第一次摆脱了地球大气的阻挡.从空间进行红外观测. 

(3) 等离子体物理. 

美国普林斯顿大学的托克马克聚变反应器(简称 TFTR ) 已于1982年圣诞节前夕装 
配完成.英国柯哈姆实1途室的联合欧洲托克马克(简称 JET), 也于1983年装配完成.它 
们为人类利用受控热核聚变能源迈出了重要的一步. 

(4) 原子物理. 

十分显著的进展之一是在1986年中关于单个原子的研究.瑞士科学家研制成能观 
察到单个原子的新型显微镜.美国科学家用激光阱捕获到单个原子.特别在理论上有重 
大意义的是一些美国和联邦德国的科学家分别声称观测到单个原子的量子跃迁.量子跃 
迁是玻尔提出的著名假定.它解决了用经典方式解释有关原子过程(如原子 光谱) 的测定 
数据时所遇到的困难，并被广泛用于各种量子理论中.但是上述这些科学家未能査明这 
些量子跃迁是否真正是瞬时的，这是与经典物理学的另一根本区別，上述研究为探讨原 
子结构和特性及其与之相关的哲学命题创造了条件. 

(5) 核 物理. 

继 DS 1 年2月发现10?号元素，1兆 2 年发现109号元素之后，联邦德国特姆斯塔特 
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的 GSI 实验室于 19S4 年 3 月底又发现了 108 号元素.它的发现是由 G. Mungenberg 领 
导的 14 位物理学家所获得的，对它的研究预示着超出普通周期表的核中可能有新的结构 
效应. 

(6) 固体物理> 

1982 年，在美国新泽西州默里山的，现名为美国电报电话公司所属贝尔实验室里， 
Horst Stormer ， Arthur C. Gossard 和 Dan Tsui 在研究迁移率极高的 AU G al iAs/Ga As 

异质结样品时，意外地发现了一种新的分数量子霍尔效应.分数量子翟尔效应是理论物 
理学家完全没有预见到的，引起众多研究者的极大兴趣.目前认为在分数量子霍尔效应 
中起决定作用的是电子与电子间的库仑作用.对它的研究将会导致一系列新的装置得到 
发展. 

13.13 在近来的一些物理文献中，下列各个术语是常见的：里德伯 ( Rydberg ) 原 
子，同步加速辐射，光学纤维，中性流，碰撞束流，喷注.请十分简洁、精确地概括并描述这 
些概念，而且要指出它们在科学上和工业上的应用， 

答①里德伯原子. 

激发电子的主量子数 w 非常大(等于几十或几百)的髙激发态原子.星际介质中已发 
现 n>250 的氢原子.在实验室里已能制备出 ”==100 的氢原子和其他原子 • 由于高激发 
态能级非常靠近离解极限.所以这些原子很容易被电离；同时由于原子半径与 V 成正 
比，它们的“尺度”几乎达到了微米量级，但当别的原子穿过它时，可以完全不受 干扰; 另外 
这些原子的自然寿命很长.关于它们的碰撞性质，极化性质，多光子电离性质，精细结构 
和超精细结构等方面都有待于进一步地研究.里道伯原子在研究射电天文学、新型激光 
器方面都是很重要的. 

② 同步加速器辐射. 

相对论性电子在磁场中运动时发出的电磁辐射，这种辐射是沿电子轨道发射的、一种 
方向性很强的非热辐射.它可以是由同步加速器(或储存环)提供的强电磁辐射源•同步 
加速器辐射应用很广，特别是在原子或分子水平上了解物质结构方面，如广延 X 射线，吸 
收精细结构，光电子能谱技术等都少不了它.在天体物理中亦有极重要应用. 

③ 光学纤维. 

光学纤维是用石英玻璃制作的 • 它有着不同折射率的中心部分和外皮部分，后者折 

射率小，根据全反射原理，光被限制在光学纤维的芯子部分，并沿着光纤方向以每秒 30 万 

公里的速度传向远方 • 它能作为澈光通信的传播媒介，现在已用它制成光缆，成为一种新 
型的通信传输工具. 

④ 中性流. 

GWS 弱电统一模型除了可以解释已知的弱作用和电磁作用基本规律外，还预言了一 
种当时实验上尚未观测到的中性流弱作用存在.中性流可以理解为始末态粒子具有相同 
电荷的流‘ I 973 年实验证实中性流弱作用的存在，从而给予 GWS 模型巨大支持 • 1978 
年 9 个独立的实验组对中性流弱作用的强度和性质进行了测量,进一步验证了 GWS 模 
型的正确性.中性流可以用来精确地确定 Weinberg 角的值. 

⑤ 碰撞束流. 
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是在加速器中成束状的用于碰撞实验的粒 子流. 

⑥喷注. 

髙能粒子碰撞时可产生大量粒子.研究表明新产生的大量粒子并不是均匀各向同性 
分散飞出.而是集中在某些确定的方向喷射出来，这就称为喷注.例如在髙能 e+f 湮 
没，髙能强子碰撞以及轻子对强子的深度非弹散射过程中都可以观察到喷注.按照强子 
的结构模型，喷注现象应该在比强子更深的一个层次发生的.因而对喷注的研究可以丰 
富对强子结构及其动力学机制的认识. 

2 * 3.14 讨论太阳能能源.什么控制(或限制）了能量的释 放率. 在地球上要直接得 
到太阳内部深处反应的有关信息，应观测什么？ 

答太阳的能源是由太阳内部不断地进行聚变热核反应提供的.热核反应的过程有 
两种，质子-质子反应及碳氮氧循环反应，它们最终都是使四个氢核（质子)聚合成氦核. 
每个氢核在反应中有 0. 7%的质量转变为能量释放出来*由于氢聚变为氮的热核反应必 
须在几百万度到一千多万度的高温下才能进行 • 因此这种热核反应仅在太阳中心温度很 
髙的核心区发生.反应释放的能量最初以X射线及7射线的形式出现，经过无数次的吸 
收和散射才到达太阳表面，再以光和热的形式辐射 出来. 太阳在引力作用下的力学平衡 
及热平衡将控制着能量的释放率，热核反应产生的能量与其表面逸出的能量达到平衡. 
在四个氢核聚变为氦核的过程中伴有大量中微子放出，中微子与其他粒子相互作用十分 
微弱.可毫不费事地穿透太阳物质的重重阻挡到达地球.理论预计在地面附近的流量大 
约为 10 u /cm 2 * S . 量级，实验上正在测量.这些中微子是唯一能从太阳内部在几分钟内 
直接到达地球的“使者”，对它的观测将使我们得到太阳核区能量生成过程的信息. 

2 . 3 . 15 简要写出你所知道的有关脉冲星的情况.什么是周期的范围和什么是它们 
的已知辐射波长区域？什么是脉冲辐射的可能起因和什么是被假定的能源？ 

答脉冲星是一种奇特的天体，它能以极其精确的时间间隔发射出射电脉冲，其中有 
一些还能发射 Y 射线脉冲.以及 X射线脉冲，个别还有光学 脉冲. 射电脉冲星的周期都 
在4, 3秒以下，蟹状星云脉冲星的周期只有 0. 033秒,最近还发现有毫秒脉冲的射电脉冲 
星，另有一种X射线脉冲星周期较长，由 0.7 秒到835秒不等 • 现在大家相信，脉冲星是 
一种快速自转的猶中子星，其磁场很强，电子的螺旋轨道几乎被拉直，在磁极处，电子沿磁 
力线呈束射状向远处喷射，所产生的同步加速辐射也沿此方向射出，并形成一细射束.由 
于磁轴一般不与自转轴平行，中子星转动时，细束不时扫过空间，每到达我们望远镜一次 
就形成一个脉冲，脉冲的周期也就反映了中子星自转周期，这就是脉冲辐射的可能起因. 
脉冲星的辐射能源可能来自中子星的自转能，自转逐渐减慢放出能量，维持着实际观测 
到的脉冲星辐射，但是转动能昇体如何转化为髙能电子能量尚不 淸楚. 

2 . 3. 16 在一计数实验中,有一个10 3 事件 / s 的平均计数率其中的一部分来自随 
机背景.平均背景计数率^是900事件 /s. 问： 

(1) “真实”事件计数率 r T 是 多少？ 

(2) 为取得为1的信噪化(信号是在 Ai 内的真实事件计数），计数时间间隔~必须 
多长？ 

( 3 ) 如果增加真实事件的计数效率4倍 • 背景计数率不改变 • 什么样的&可取得 
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与 (2) —样的信噪比？ 

答 （1) “真实”事件的计数率 rT = r_rB = 1000 — 900 = 100( 事件 / s ) 

(2) 计数时间 &为 9 s 时我们才能获得900个真实 事件. 若背景的计数时间仍取为 
ls ， 则信噪比为 1. 

(3) 同 （2) Ai = f ^ = 2.25( s ). 

400 

2. 3. 17 一 个光电倍增管被用来测量一个光源的强度，假定光源不变，光电倍增管的 
电流增益是10 6 ,并且所测平均阳极电流为 10_ 8 A ， 这一测量通过平均 10 ms 中的电流而 
得到，也就是测量的时间常数是 10~ 2 s . 

(1) 为产生 10- 8 A 阳极电流，每秒从光阴极射出多少光电子？ 

(2) 假定电子随机打出，所收集的电荷的均方根变化是什么？ 

(3) 测量的信噪比是什么？ 

答 （1) 如果光电子平均发射率(单位时间内的发射数目）为/•，每个电子的电荷为〜 
再乘以放大倍数 s 就是阳极在单位时间内测得的电流.因此 

I 

ee 

(2) 测量时间常数秒内光电子数#及其起伏分别为 

N -- rr ^ 625 , = ^/N = 25 

阳极上收集到电子数和起伏为 

= 625 X 10 6 

AiV* = ^/W = 25 X 10 3 

(3) 测量信噪比为 



2. 3. 18叙述你计划在其中工作并写出论文的物理学领域. 

答略. 

2.3.19 根据最新成就(包括描述它们的意义），为明年的物理学诺贝尔奖提出一个 
候选人. 

答略. 

2-3.20 (1) .你的专业领域是什么？ 

(2) 扼要叙述一个你所选择的研究领域中过去10年或15年内很重要的或令人振奋 
的成果. 

答略. 

2. 3.21 (1) 你的专业领域是什么？列举在该领域中十分可能迅速发表出原始文章 

的杂志;还有在你的领域中有着最好的评论或总结文章的杂志 (或丛 书).在什么杂志中 
上述俄文相应文章出版. 

(2) 简洁地描述出现在 U . W 物理系一个重要实验项目，而且它是在你专业之外的 
(例低温，生物物理，化学物理，原子或分子光谱，髙能、核、等离子体、固体物理等 等). 



• 320 • 


固体物理及物理董瀰童 


答略。 

2.3.22 请用5分钟时间，解释下面问题中的10个问题. 

(1) 核子和介子的夸克结构； 

(2) 核磁共振的诱发信号； 

(3) 玻色-爱因斯坦 凝聚； 

(4) 甚长基线干涉计 量学； 

(5) 准分子激光器； 

(6) 正氢分子和仲氢分子； 

(7) 正比计 数器； 

(8) 同位旋； 

(9) 奇异数及“联合产生”； 

(10) 正氦与仲氦谱； 

(11) 热力学第三定律 i 

(12) 中子磁矩的 测量； 

(13) 脉 冲星； 

(14) 核裂变中释放出的能量的来源》 

(15) 氢云发出的射频辐射的检测. 

答 （1) 核子由3个夸克组成,而介子则是一对正反夸克的束缚态，且均 无色. 

(2) 核磁共振的诱发信号. 

在脉冲傅里叶变换核磁共振波谱仪中，使用周期性短脉冲诱发样品发射出核磁共振 
波信号，这发射信号需用傅里叶变换转换为原来的波谱 • 这方法可按样品实际情况控制 
脉冲次数，直到累积信号的信噪比足够大为止. 

(3) 在温度接近于绝对零度时，全同玻色系统中会发生一种相变(即热力学函数或其 
导数发生间断).此时，有大量的玻色子处于单粒子态(或近似的)基态上，这种相变便称 
为玻色••爱因斯坦凝聚. 

(4) 甚长基线干涉计量学 

在射电天文学中，用数个射电望远镜接收同一源的信号，再把不同射电望远镜的信号 
叠加起来，反推出源的 结构. 结构角分辨率决定基线的长度和工作 波长. 如果采用洲际 
长度的基线，厘米波的角分辨率可达10 _3 至10 _4 角秒. 

(5) 准分子激光器. 

有些分子是寿命很短的，例如晴性气体与卤族形成的双原子分子 (如 XeF ), 这叫激基 
分子.由这些分子发射的激光多在真空紫外波段，且都是短脉冲性的. 

(6) 氢分子是由两个氢原子构成的 * 两个氢原子中的电子总自旋可以构成单态(反 
对称)和三重态(对称态），自旋单态的氢分子为仲氢分子，否则即为正氢 • 

(7) 这是用于测定带电粒子和 X 光子数目和能量的一种探测器，其输出脉冲髙度与 
入射粒子能量成正比. 

(8) 根据核力的电荷无关性导出的一种内部对称性. 

(9) 为了解释某些重子或介子的《强产生弱衰变”现象(即通过强作用产生并通过弱 
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作用衰变），引入了一种取整数值的相加性量子数，称为奇异数.强作用中奇异数守恒，而 
弱作用中奇异数的改变为0或土 1. 带奇异数的粒子称为奇异 粒子. 在由非奇异粒子通 


过强作用产生奇异粒子的过程中，由于奇异数守恒，因此奇异粒子必须成对或更多对的出 
现，这就是所谓的“联合产生”. 

(10) 正氣与仲氦谱. 

気的总自旋有0和1两种，因而在光谱中有单态和三重态的两组能级体系，这两者之 
间因选择定则之限而不能互相跃迁，从光谱上看好像是两种不同的原子，各名为正氦和仲氦. 

(11) 热力学第三定律又称为“能斯特定律”或“绝对零度不能达到原 理”. 它说 的是: 
“当温度趋向于绝对零度时，平衡的热力学系统的熵趋向于“0”或“绝对零度不可能达到” • 

(12) 可根据中子在磁化了的铁内的散射与中子磁矩的取向有关的事实来进行测量. 
03) 脉冲星是送样的一种星体，观测者接收到的电磁辐射(主要是射电辖射)是脉冲•一 

般认为，这种星体是一种快速自转着的倾斜中子星 • 由于表面磁场甚强，使得辐射只能沿 
某一立体角的方向发射出来.这就是所谓的“灯塔效应” • 光线随着星体的自转周期地扫 
过地球，就能使地球上接收到的信号表现为脉冲. 

(14) 当核裂变时，出来的碎块的静质量总和小于母核的静质量，这些“质量亏损”根 
据质能关系转化成为能量释放出来，这便是裂变能的来源. 

(15) 用射电天文望远镜. 

2. 3. 23用10分钟时间和一两页纸的篇幅，简要叙述下述中的10个 问题： 

Cl ) 穆斯堡尔效应; （2) 夸克; （3) 同位旋; (4) 瑞利 散射; （5) 奇异数 K 6) 宇称 守恒; （7) 
旋光性或光的偏振平面的 旋转； （8) C 14 断代； （9) 绝热去磁致冷； （10) 切连科夫辐射 K 11) 
等离子体的磁约束； （12 )熵的统计 解释; （13) 光的相干性 ;（14) 电子的电磁质量; （15) 费米 
-狄拉克 统计; （1 G ) 引力 坍缩； （17) 微波黑体辐射背景； （18) 气体的黏滞性; （19) 中子星； 
(20) 玻色-爱因斯坦 凝聚； （21) 兰姆 移动； （22) 氢的正态与 仲态. 

答 （1) 穆斯堡尔效应. 

凝聚态物质中原子核对 y 射线的共振吸收由于原子集体的束缚 (不 产生附加动 能）， 
因而准确地符合它的激 发能. 而原子环境的影响可以造成超精细的分裂，为了测量这种 
吸收谱瓣，要使共振放射源有小量相对运动速度，附加多普勒频移，就可以满足要求，例 
如: 以 3 0 4 和 Fe 2 0 3 对 Fe 57 放射源给出的 y 光子一般不能吸收，只有给源与吸收样品之间 

加以某一不大的相对运动速度时才能形成吸收，并且有谱的 分布. 是为穆斯堡尔谱. 

(2) 夸克 • 

夸克是组成强子和介子的一种部分子，自旋为1/2,其电荷、奇异数及粲荷等相加性 

离散量子数均可为分数，且带有颜色* 一个重子由3个夸组成，而介子则为夸克-反夸 
克束缚态. 

(3) 同 位旋. 

根据核力的电荷无关性导出的一种内部对称性. 

(4) 瑞利散射. 

气体或液体由于热运动产生密度的起伏，从而引起折射率的起伏，光通过时由此造成 
散射，称为瑞利散射.散射强度与 A 4 成反比.天空的蓝色就是由这种散射引起的. 
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(5) 奇异数_ 

奇异数是一种为了说明某些重子通过强相互作用产生但又通过弱相互作用衰变而引 
入的离散量子数.强作用下奇异数守恒，但弱作用下奇异数最多可以改变 1. 奇异数不为 
0的粒子称为奇异粒子，如 K 介子， A 粒子，曰粒子等. 

(6) 宇称守恒. 

宇称是一种与空间反演有关的离散量子数，倘若一个物理过程与它在镜子中的虚像 
过程一样，则称此过程为空间反演不变的，此时宇称即守恒•在4种相互作用中，只有弱 
作用破坏宇称守恒. 

(7) 旋光性. 

在某种透明介质中，倘若其对左旋偏振光及右旋偏振光的折射率有差异，则当一束平 
面偏振光透过此介质时，其偏振方向便要发生变化(偏振面旋转一个角度），这种现象便称 
为旋光性. 

(8) C 14 断代. 

髙空中因宇宙线而产生的 C 14 经地水循环而使空气中 C 14 平衡，植物在光合作用过程 
中把空气中的 C 0 2 变成有机物而固定， C 14 的增生停止，便依其固有速率衰变.这植物的 
遗骸或其加工品、食用残渣等经放射性测童可以估计其生存年代.这是考古学中一个重 
要的断代手段. 

(9) 绝热去磁致冷. 

在磁场中使顺磁性物质磁化，其相应磁能低于退磁后状态的数值，此时进行绝热退 
磁，就会使其他自由度的内能减少，使温度降低. 

(10) 切连科夫辐射. 

当带电粒子在介质中的运动速度超过介质中的光速时，便会产生一种激波式的辐射 
(与超音速飞机两翼及尾部的激波类似），辑射方向与以粒子为顶点的一个角锥垂直•这 
种辐射称为切连科夫辐射.辐射的频谱与普通的轫致辐射相比有很大的不同. 

(11) 等离子体的磁约束. 

为受控热核聚变研究制得的等离子体是不稳定的，其内部的强电流产生的磁场使等 
离子体断裂或扭曲.为使其保持尽可能长的时间，在外围加以周密设计的磁场，使得等离 
子体中的荷电粒子被磁力束缚在一定的空间之内，这就是等离子体的磁约束. 

(12) 熵的统计解释. 

在这种解释下，瘸与统计概率的负对数成正比，比例系数为玻尔兹曼常数.这说明， 
熵是无序程度的一种量度. 

(13) 光的相干性. 

一个光源所发的某一频率的光振动，内部不同时刻或不同空间点的振动的相关度由 
近而远从1变为0,假如规定相关度 0. 5 为限值(这是有任意性的），则同一点上相关度为 
0. 5的时长为相干时间，同一波阵面上相关度为 0. 5的距离的平方为此波面的相干面积。 

(14) 电子的电磁质量. 

任何一个带电粒子的周围都有一个由它自己产生的静场，称为自有场 • 在带电粒子 
运动时，自有场也要改变，因此电磁能与粒子运动的机械能之简实际上有所交换 • 这种效 
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应等价于在考虑粒子的机械运动时，只需把电一机械能的转化计入,便可当作中性粒子的 
运动问题来进行处理.计入的部分只改变粒子的质量项,因此称为粒子的电磁质量. 

(15) 费米-狄拉克统计. 

是微观全同粒子所满足的一种统计规律,其中两个粒子不能占据同一个状态(泡利不 
相容原理).所有半整数自旋的粒子都满足费米-狄拉克 统计. 

(16) 引力坍缩. 

在恒星演化的晚期，在核心部分的热核反应已近于停止，由于由热核反应产生的辐射 
压力减少再也抵抗不了核心对外层的引力，因此核心外层就在引力作用下迅速向中心收 
缩，甚至可能降落到恒星的 Shwarzchild 半径之内，这种过程便称为引力坍缩，此时多余 

的引力势能便全部释放出来，使恒星的外层大气急剧膨胀，光度猛增，恒星便成为新星或 
超新星。 

(17) 微波黑体辐射背景. 

这是一种各向同性的黑体谱型背景辐射，温度约为 3 K ， 所发射的电磁波波长主要在 
微波段内.这种背景辐射的存在表明宇宙空间到处弥漫着均匀各向同性分布的微波光 
子，是早期宇宙的遗迹，这与目前天体物理中早期宇宙论的研究关系 甚大. 

(18) 气体的黏滞性. 

气体与固体，气体与液体，以及气体内部不同部分之间存在相对运动时，在界面上有 
阻滞运动的相互作用力发生，类似于摩擦现象，这反映的就是黏滞性. 

(19) 中子星. 

恒星在引力坍缩发生后，倘若其半径缩小到某一个极限半径以下，由于星体内部内压 
力增大，质子与电子发生逆 P 衰变概率增大，最终全部成为中子，此时由中子的简并压与 
引力维持力学平衡，此时星体几乎完全由中子构成，故称为中 子星. 

(20) 玻色-爱因斯坦凝聚. 

在温度接近于 0 K 的时候，具有强度较弱的相互作用的全同玻色子系统将发生一种 
现象 • 大量粒子集中在基态(单玻色子基态），而只有一小部分粒子分布在各单粒子激发 
态上.过程发生时，经常伴随有相变，这种过程便称为玻色-爱因斯坦凝聚. 

(2 D 兰姆 移动. 

在相对论性的狄拉克氢原子理论中，束缚态能级只与总角动量量子数有关，这是一种 
简井，但是由于电子与虚光子场的相互作用，这种简并就被解除了，而使得轨道角动量较 
大的态的能量下降了 一些. 这种现象便被称为兰姆移动. 

(22) 氯气的 iT 态与 仲态. 

由于氢气是由氢分子组成，组成氢分子的两个氢原子中电子的总自旋波函数可以为 

对称或反对称的.当自旋波函数是对称的时候，氢分子为正氢，否则即为 伸氢. 

2.3.24 选择题： 

O ) 方程 x s +5： 4 + x 3 + 1 = 0 

a ) 无根 b ) 有5个根 c ) 有6个根 

(2) 十进位137的二进制表示为 

a ) 10001001 b )1001001 c ) 101001 
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(3) 0 被 0 除得 

a) 0 b) 无限 c) 未定 

(4) 将 6 个人安排在 6 个坐位上,有多少种可能方式？ 

a) 602 b) 720 c) 1024 

(5) 从7件东西中逃选3件的方式有多少种？ 

a ) 35 b) 60 c ) 50 

(6) 一个连续函数总具有 

a ) —阶微商 b ) 二阶微商 c ) 上面一个都不正确 

(7) 若事件1发生的概率是 P ， 事件2为 Q ， 那么两者都发生的概率是 
a ) P-\-Q b) PQ c ) 上面 一* 个都不正确 

(8) 当给定 〆 和一个物理边界条件时，泊松方程 

具有 

a ) 多于一个解 b ) 仅有一个解 c ) 偶尔无解 

(9) 宇宙的年龄大约为 

a) 10 2 ° 年 b) 10 1 。 年 c)10 8 年 

(10) 海洋波接近海岸时破碎的原因是 

a ) 通常接近海岸多风 

b) 水的表面波速取决于水的深度 

c) 上面两者一个都不是 

(11) 通常所使用的数字计算机所采用的二进位数，其表示的位数为 
a ) 1000位 b) 32位 c ) 4位 

(12) —系列由一数字计算机产生的随机数 
a ) 为真实随机的 b ) 最终会自身重复 

c ) 仅对做游戏有用. 

(13) 恒星闪烁而行星不，是因为 

a ) 行星仅仅反射光,而恒星发射光 

b) 恒星对我们来说更像点 

c ) 恒星脉冲 

(14) 天文学家认为宇宙现在的年龄是 

a) 10 12 年 bMO 1 。 年 c)10 s 年 d) 6000 年 

(15) 星际物质的密度为 

a) 1个原子 /cm 3 b)10 5 个原子 /cm 3 c)10 15 个原子 /cm 3 

(16) 大洋中水的总体积为 

a) 10 6 (km) 3 b)10 7 (km) 3 c) 10 8 (km) 3 

d) 10 9 (km) 3 e) 10 10 <km) 3 

解 （1) 根据髙次方程理论知，一个方程次数是多少，它就有多少根，由此知，本方程 
有5个根，因而 b ) 正确. 

(2) V 137 = 2 7 + 2 3 + 2 0 
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♦•♦(10001001) 2 = 137 
由此知， a ) 是正确表示. 

(3) c) 是正确的，因为 0/0 代表 2 个无穷小的比值，它的具体值要看具体情况.比如 


士与 e 〜， 当 m 时它们都趋于0,但:^ 
X 


于0,但 L =0. 

^ x -^0 

(4) 这显然是全排列问题. 

6! -720. 所以1>)是正确的. 

(5) 这显然是从 7 选 3 的组合问题. 


= 00. 又比如0：与？当0时，它们都趋 


Cf = 7 X 6 X 5/3! 35 

所以 a ) 是正确的. 

C 6) 由于本题中有“总具有”三个字，所以 c ) 是正确的，这是因为一个连续函数并不一 
定是可导的. 

(7) 如果事件1,2是独立的， b ) 是正确的. 

⑻ 根据唯一性定理，并且物理上认为解下差一常数视为同一的话，那么在上述给定 
条件下，解是唯一的，所以 b ) 是正确的. 

(9) ^1. 8X10 1 。 年，所以 b) 是正确的 • 

(10) c ) 是所选的 • 实际上原因很多,但主要是因为当波与岸相撞时岸的非平坦，从 

而反射波位相各不一致，它们与入射波相互叠加，由干相位的不确定性，由干涉相消知波 
将破碎. 

(11) 因为二进位数数字计算机的字节是8位，而计算机数字输入是按字节进行的， 
因为 a )， c ) 都不是8的整数倍，只有 b ) 是，所以 b ) 是所选的 答案. 

(12) b) 是正确的 • 因为计算机所产生的随机数，是按照一定的程序设计而成的，是 
人为的，当重复的次数很大时，会自身重复. 

( 1 3 ) 星星闪烁主要是光经过大气层时，由于大气的热密度起伏所引起的 • 这种闪烁 
对看上去较小的恒星明显，而对看上去较大的行星不明显，所以 b ) 是正确的. 

(14) 〜 10 1 。 年 

(15) 星际空间中(分子+原子)密度平均约为1个原子 / cm 3 . 

(16) 10 9 (km) 3 


2 . 3 . 25 多项 选择： 

(1) 一 体积为 10 m 3 的热 （120° C ) 空气球在海平面上会升起，此时温度为 2 CTC ， 则其 
质量最接近于 


a) 300kg b) 30kg c) 3kg d) 300g f) 30g 

(2) 顶夸克所带电荷是若发现了自由顼夸克，则它在物质中的电离将是同速度 
质子的 A 倍 . A 为 




c) y d) 1 


e ) 



2 


固体物理及物理 董测董 


(3) 电子偶素基态束缚能是氢原子的/倍 ./ 为 
a ) I b ) 1/2 c ) 2 d ) 1/4 e ) 4 

(4) 大气的标高(高度变化而引起单位压强变化)为 

a ) 4 km b ) 8 km c ) 12 km d ) 16 km e ) 20 km 

(5) —系统含有 4 个非全同自旋为1/2的粒子，不考虑其他自由度.在按总自旋对 
波函数进行分类时，总自旋为1的态的统计权重是多少？ 

a ) 0 b ) 3 c ) 6 d ) 9 e ) 12 . 


a ) 0 b ) 3 c ) 6 d ) 9 e ) 12- 

(6) 真空中 5 eV 中子的平均自由程最接近 

a) 1 km b ) 10 km c) 100 km d) 1000 km 

(7) 核电荷为 z 的一个原子的玻尔半径具有量级 


e ) 10000 km 


a ) 




zamc 


b ) 


zah 

me 


C) ^1( 精细结构常数心) 


(8) 氘核的束缚能具有量级 

a ) 10 W b ) 10 W c ) 10 10 eV 

(9) 一块有机物每克含有;^个电子 ，况 大约为 


a ) 3 X 10 22 b ) 3 X 10 23 c ) 3 X 10 24 
(10) 能量为 lev 的中子的波长最接近 

a ) lem b ) 10 " ? cm c ) lCT 4 cm 


d ) 3 X 10: 


e ) 3 X 10 26 


d ) 10 一 6 cm e ) 10 -8 cm 


解 （ I ) 我们首先要明确这里温度 20° C 是海平面环境的温度，要使气球上升必须要 
求气球的质量小于同体积环境空气的质量，根据 

仏<脱 但/^ > 尺 

而 r , 与相差不到一倍，因此要保证尸^ / >兄，(0,/)都不适合，因此只有 c ) 答案是所求 
的. 

(2) 因为质子与顶夸冤都是重带电粒子，它们的动能 7 X <^^ 2 ( —般来说， 因彷》 
因而它们在物质中的电离能量损失为 


f_dr 

I dx 


^ 4 nz [ In 


mev 


bi(l — 浐）一浐 


其中子与”是 a 粒子的电荷与速度，其他量只与电离物质有关，由于顶夸克与质子速度相 
同，所以 


z[ 

Z 2 p 






2 


故选 e ). 


__ _ 

( 3 )电子偶素基态的束缚能为五 pb =_"^ r ， 氢原子基态的束缚能为 
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以#故 = \ fc ) 是所求的 * 

^Hb 乙 I 

(4) 根据玻尔兹曼统计知道，若认为接近地面的空气层为一等温层，则压强随高度变 
化公式为= 因此所求的标度髙度为 kT/mg 


kT 

mg 


1. 38 X 10~ 23 
29 X 1(T 3 
6. 02 X 10 23 


X 300 
X 9. 8 


8. 6 X 10 3 m = 8. 6 km . 


由此我们知 b ) 是最佳选择. 

(5) 要求总自旋为 1 的态的统计权重，就是要求出总自旋为1有多少态.5=1时，按 
磁量子数来分有3个态，但粒子是非全同的，因此我们要求出有几种组态满足 5 = 1. 

两个粒子耦合为5：0,1. 

三个粒子耦合为 5:1/2,1/2,3/2. 

四个粒子耦合为5：0,1,0,1, 1,2. 

所以总自旋为1的耦合方式有3种，粒子是非全同的，又不考虑其他自由度，所以总 
自旋为1的态的统计权重为 3 X 3 = 9 即 d ) 为所求. 

(6) 这里的平均自由程是指中子从产生到衰变这段时间内所通过的路程.中子的衰 
变时间为1000秒,它的能量远小于其静止能量，可用非相对论近似，中子的速度为 




/2 X 5 X 10"^ 
V 939. 6 


X 3 X 10 8 = 1 X 10 4 m/s 


s = vt — 10 4 km . 

由此我们知 e ) 是所选的答案. 

(7) 核电荷为^而核外只有一个电子的模型的玻尔半径为 " mMc ， 而对于一般原 
子，与上述模型不同之处就是核外一般是多电子的，但这些电子的相互作用以及与核之间 
作用对玻尔半径有影响,但量级一般仍与上所得一致，因此所求答案应是 a ). 


h 


(8) 根据测不准关系 pr 〜号，笮 p ^ n / Zr , 


束缚能〜士 mV 




6 2 X10 


-44 


2m Smr 


8 X 940 


{ 1>4 X 10" 15 
3 X 10 8 


2(MeV) 〜 10 s (eV) 


所以 a ) 是所选的答案 * 

(9) 因为 1 摩尔任何物质含有 6. 02 X 10 23 个分子(或原子），而有机物是由 C ， H 原子 
所组成的分子，而一个原子的核电荷数与质量数，核外电子数是一致，而一个有机分子的 
分子量大于13,即每摩尔有机物质大于 13 g ， 所以每克有机物含有电子数是小于 3 X 10 22 
量级，因而 a ) 是所选的答案. 

(10) 根据 

3 h h 6. 3 X 6, 6 X 10一 22 X 3 X 10 8 
P V 2 mE V 2 X 940 X 1 X 10, 6 


=10~ n ( m ) ^ l ( T 9 ( cm ) 
所以 e ) 是所选的答案. 


